CERC MATEMATICA -LICEE-GALATI 27.11.2021

PROBLEME DIN GAZETA MATEMATICA
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PROBLEMA 1. Calculati lim (Vn) " mtmet Ymn | G.M-B 2/2021
n—-o0o
- T ST = In(Y/m)an = &nlnn _ an
Soluzie : Fie ap =1+ —+—++— , Xy = In(W)n = — =,

. n . o . o -
Pentru n > 3,sirul b, = . este strict crescator si nemarginit.

Aplicand Lema Cesaro-Stolz sirurilor (a,),n = 3 si (b,),n = 3 obtinem
Apt1 — Ap Inn Inn

lim " = |i = i =1,
nl_g}obnﬂ—bn nosos m+1)Inn—nln(n+1) "l_r’rc’1°lnn—ln(1+1)"
n

1 1 1
« > 1= . a . . e
Rezultica limx, = lim 2 =1, deci lim (Vn) "mtm* *mn = .
n—-oo
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PROBLEMA 2. a) Sasearateca,daca q € Q sitgqm € Q ,atuncitg qm € {—1,0,1} .

arctgn

b) Determinati n € N* pentru care EQ . G.M-B 2/2021

arcctgn

Solurie: a)Fie tg qm = 5 , X,y EZy+0,(x,y) =1sin € N*astfel incit nq € Z. Avem :

(y + ix)n B <1 + itg qn)"

(cosqn + isin qm
y —ix 1—itgqnm

n
— ) = cos(2nqm) + isin (2nqm) =1,
cosqm — isin qm

Deci (y + ix)" = (y —ix)™ .Notam z = y — ix,rezulta ca z" = (z + 2ix)", adica

z" = z"+Crz" 1 (2ix) + - + CP 1z (2ix)"1 + (2ix)™ , de unde obtinem

z(CLz"2(2ix) + -+ CR1(2ix)™" 1) = —(2ix)™, relatia devine (y — ix)(a + ib) = —(2ix)"
cua,b € Z, trecand la module si ridicand la patrat obtinem (x? + y2)(a? + b?) = 4"x" .
Dar (x? + y?,x2) = 1 obtinem x? + y?/4™ . Dar (x,y) = 1 si x,y nu pot fi ambele pare .

Deci x% + y? € {1,2},deci x = 0,y = +1 sau |x| = |y| = 1, obtinem tg qm € {—1,0,1}.

. arctgn _T . _rm

b) Fie arcctgn r € Q,r > 0.Dar arctg n +arcctgn = > ,obtinem arctgn = ek qm
. _ T _ _ i E o — T —

Decin = tg D tg qu € {—1,0,1},dar D) € (0, 2) rezultin = tg 2D 1



xn

PROBLEMA 3. Pentrun € N* se considera sirul I,, = fl

0 x"4+2x+2

Demonstrati ca lim nl,, = % : (Bacalaureat mate-info 2017)

n—oo

Solugie 1: Avem I, 1 + 21, + 21,1 = % ,pentru orice n > 2

"(x—1)
L.,—1 = =———dx <0 ,decil,<I t icen > 1, de unde obti
n+1 — In J;) Tt 2x 12 X ecil,,;1 < I, pentru orice n e unde obtinem

1 n n
Shn+1 < Inyt + 2 + 2oy < Slpog & Slyy < 7SSy & g Snly < g

:

Trecand la limita obtinem  lim nl,, = =

n-—-oo

Solutie 2: Demonstram rezultatul mai general

lim n folx"f(x)dx =f(1), unde f:[0,1] — R, unde f derivabila cu derivata continua.
n—-oo

nfy G = n (S G| - )= ) - [ ode (1)

0 n+1

Dar functia f' este continua deci marginita, exista M >0 cu |f'(x)| < M, deci

2,1
M . . . .
|f xHf (x)dx| SM— |0 =— (2) . Trecand la limita relatia (2) obtinem
lim fo x™"1f(x)dx = 0. Trecand la limita relatia (1) obtinem lim nfol x"f(x)dx =f(1) .
n—-oo n—-oo
Solugie 3: Demonstram rezultatul mai general

lim nfolx"f(x)dx =f(1), unde f:[0,1] — R, fintegrabila si continua in punctul x=1
n—-oo

1
Aplicam schimbarea de variabila x™ =t & x = tn (functia nu e derivabildaint = 0)

Consideram & € (0,1) si aplicam schimbarea de variabila pe intervalul [e, 1] ,obtinand

n f: x"f(x)dx = fgl% t%f (t%) dt = n fol x"f(x)dx = Jirggr fgl% t%f (t%) dt = fol t%f (t%) dt

1 1
Aplicam teorema convergentei dominate sirului de functii g,:[0,1] — R, g,(x) = trf (tﬁ)
cu limita lim g,(t) = f(1),pentrut € (0,1] si limg,(0) =0.
n—oo n—-oo

Obtinem astfel lim n [y x"fe)dx =[] f(Ddx = £(1) .



