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PROBLEME DIN GAZETA MATEMATICĂ  

 

PROBLEMA 1.  Calculați        lim
𝑛→∞

( √𝑛
𝑛

)1+
1

𝑙𝑛2
+

1

𝑙𝑛3
+⋯+

1

ln 𝑛    .                               G.M-B 2/2021 

Soluție : Fie  𝑎𝑛 = 1 +
1

𝑙𝑛2
+

1

𝑙𝑛3
+ ⋯ +

1

ln 𝑛
    , 𝑥𝑛 = 𝑙𝑛( √𝑛

𝑛
)𝑎𝑛 =

𝑎𝑛 ln 𝑛

𝑛
=

𝑎𝑛
𝑛

ln 𝑛

 , 

Pentru  𝑛 ≥ 3 , șirul  𝑏𝑛 =
𝑛

ln 𝑛
  este strict crescător si nemărginit. 

Aplicând Lema Cesaro-Stolz șirurilor  (𝑎𝑛), 𝑛 ≥ 3 𝑠𝑖 (𝑏𝑛), 𝑛 ≥ 3 obținem  

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛

𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛
= lim

𝑛→∞

ln 𝑛

(𝑛 + 1) 𝑙𝑛 𝑛 − 𝑛𝑙𝑛(𝑛 + 1)
= lim

𝑛→∞

ln 𝑛

ln 𝑛 − 𝑙𝑛(1 +
1
𝑛)𝑛

= 1  , 

Rezultă că lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 1  ,    deci lim

𝑛→∞
( √𝑛

𝑛
)1+

1

𝑙𝑛2
+

1

𝑙𝑛3
+⋯+

1

ln 𝑛 = 𝑒  . 

 

PROBLEMA 2.  a) Să se arate că , dacă   𝑞 ∈ ℚ  și tg 𝑞𝜋 ∈ ℚ  , atunci tg 𝑞𝜋 ∈ {−1,0,1}  . 

b) Determinați  𝑛 ∈ ℕ∗  pentru care  
arctg 𝑛

arcctg 𝑛
∈ ℚ  .                                                G.M-B 2/2021 

Soluție: a)Fie tg 𝑞𝜋 =
𝑥

𝑦
  , 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, 𝑦 ≠ 0, (𝑥, 𝑦) = 1 𝑠𝑖 𝑛 ∈ ℕ∗ astfel încât  𝑛𝑞 ∈ ℤ .   Avem ∶ 

(
𝑦 + 𝑖𝑥

𝑦 − 𝑖𝑥
)

𝑛

= (
1 + 𝑖𝑡𝑔 𝑞𝜋

1 − 𝑖𝑡𝑔 𝑞𝜋
)

𝑛

= (
𝑐𝑜𝑠𝑞𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑞𝜋

𝑐𝑜𝑠𝑞𝜋 − 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑞𝜋
)

𝑛

= cos(2𝑛𝑞𝜋) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (2𝑛𝑞𝜋) = 1 , 

Deci (𝑦 + 𝑖𝑥)𝑛 = (𝑦 − 𝑖𝑥)𝑛 . Notăm  𝑧 = 𝑦 − 𝑖𝑥 , rezultă că  𝑧𝑛 = (𝑧 + 2𝑖𝑥)𝑛 , adică 

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛+𝐶𝑛
1𝑧𝑛−1(2𝑖𝑥) + ⋯ + 𝐶𝑛

𝑛−1𝑧(2𝑖𝑥)𝑛−1 + (2𝑖𝑥)𝑛   , de unde obținem   

𝑧(𝐶𝑛
1𝑧𝑛−2(2𝑖𝑥) + ⋯ + 𝐶𝑛

𝑛−1(2𝑖𝑥)𝑛−1) = −(2𝑖𝑥)𝑛, relația devine (𝑦 − 𝑖𝑥)(𝑎 + 𝑖𝑏) = −(2𝑖𝑥)𝑛 

cu 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ , trecând la module și ridicând la pătrat obținem  (𝑥2 + 𝑦2)(𝑎2 + 𝑏2) = 4𝑛𝑥2𝑛 . 

Dar  (𝑥2 + 𝑦2, 𝑥2) = 1 obținem 𝑥2 + 𝑦2 4𝑛⁄  . Dar (𝑥, 𝑦) = 1 și 𝑥, 𝑦 nu pot fi ambele pare . 

Deci 𝑥2 + 𝑦2 ∈ {1,2}, deci  𝑥 = 0, 𝑦 = ±1  sau |𝑥| = |𝑦| = 1, obținem  tg 𝑞𝜋 ∈ {−1,0,1}. 

b) Fie 
arctg 𝑛

arcctg 𝑛
= 𝑟 ∈ ℚ , 𝑟 > 0. Dar arctg 𝑛 +arcctg 𝑛 =

𝜋

2
 , obținem  arctg 𝑛 =

𝑟𝜋

2(𝑟+1)
= 𝑞𝜋 . 

Deci 𝑛 = 𝑡𝑔
𝑟𝜋

2(𝑟+1)
= 𝑡𝑔 𝑞𝜋 ∈ {−1,0,1}, dar 

𝑟𝜋

2(𝑟+1)
∈ (0,

𝜋

2
)  rezultă 𝑛 = 𝑡𝑔

𝑟𝜋

2(𝑟+1)
= 1  . 



PROBLEMA 3.  Pentru 𝑛 ∈ ℕ∗ se consideră șirul  𝐼𝑛 = ∫
𝑥𝑛

𝑥𝑛+2𝑥+2
𝑑𝑥

1

0
 .   

Demonstrați că  lim
𝑛→∞

𝑛𝐼𝑛 =
1

5
 .                                                           (Bacalaureat mate-info 2017) 

Soluție 1: Avem 𝐼𝑛+1 + 2𝐼𝑛 + 2𝐼𝑛−1 =
1

𝑛
  , pentru orice 𝑛 ≥ 2  

𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛 = ∫
𝑥𝑛(𝑥 − 1)

𝑥𝑛 + 2𝑥 + 2
𝑑𝑥

1

0

≤ 0  , deci 𝐼𝑛+1 ≤ 𝐼𝑛 pentru orice 𝑛 ≥ 1 , de unde obținem    

5𝐼𝑛+1 ≤ 𝐼𝑛+1 + 2𝐼𝑛 + 2𝐼𝑛−1 ≤ 5𝐼𝑛−1 ⇔ 5𝐼𝑛+1 ≤
1

𝑛
≤ 5𝐼𝑛−1 ⇔

𝑛

5(𝑛 + 1)
≤ 𝑛𝐼𝑛 ≤

𝑛

5(𝑛 − 1)
 

Trecand la limită obținem  lim
𝑛→∞

𝑛𝐼𝑛 =
1

5
  . 

Solutie 2: Demonstrăm rezultatul mai general  

lim
𝑛→∞

𝑛 ∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
= 𝑓(1) ,   unde 𝑓: [0,1] ⟶ ℝ, unde  f  derivabilă cu derivata continuă.  

𝑛 ∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
= 𝑛 (

𝑥𝑛+1

𝑛+1
𝑓(𝑥)|

0

1

− ∫
𝑥𝑛+1

𝑛+1
𝑓′(𝑥)𝑑𝑥

1

0
) =

𝑛

𝑛+1
𝑓(1) −

𝑛

𝑛+1
∫ 𝑥𝑛+1𝑓′(𝑥)𝑑𝑥

1

0
     (1) 

Dar funcția   𝑓′ este continuă deci mărginită ,  există  𝑀 > 0   cu  |𝑓′(𝑥)| ≤ 𝑀 , deci  

|∫ 𝑥𝑛+1𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

0
| ≤ 𝑀

𝑥𝑛+2

𝑛+2
|

0

1

=
𝑀

𝑛+2
    (2)  . Trecând la limită relația (2) obținem 

lim
𝑛→∞

∫ 𝑥𝑛+1𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

0
= 0.  Trecând la limită relația (1) obținem lim

𝑛→∞
𝑛 ∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥

1

0
= 𝑓(1)  . 

Soluție 3: Demonstrăm rezultatul mai general  

lim
𝑛→∞

𝑛 ∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
= 𝑓(1) ,   unde 𝑓: [0,1] ⟶ ℝ,   f integrabilă și continuă în punctul x=1 

 

Aplicăm schimbarea de variabilă  𝑥𝑛 = 𝑡 ⇔ 𝑥 = 𝑡
1

𝑛 (funcția nu e derivabilă în 𝑡 = 0 ) 

Considerăm  𝜀 ∈ (0,1) și aplicăm schimbarea de variabilă pe intervalul [𝜀, 1] ,obținând  

𝑛 ∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

𝜀
= ∫ 𝑡

1

𝑛𝑓 (𝑡
1

𝑛) 𝑑𝑡
1

𝜀
1
𝑛

  ⟹ 𝑛 ∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
𝜀→0+

 ∫ 𝑡
1

𝑛𝑓 (𝑡
1

𝑛) 𝑑𝑡
1

𝜀
1
𝑛

1

0
= ∫ 𝑡

1

𝑛𝑓 (𝑡
1

𝑛) 𝑑𝑡
1

0
 

Aplicăm teorema convergenței dominate șirului de funcții  𝑔𝑛: [0,1] ⟶ ℝ, 𝑔𝑛(𝑥) = 𝑡
1

𝑛𝑓 (𝑡
1

𝑛)  

cu limita  lim
𝑛→∞

𝑔𝑛(𝑡) = 𝑓(1), pentru 𝑡 ∈ (0,1]  și lim
𝑛→∞

𝑔𝑛(0) = 0 . 

Obținem astfel   lim
𝑛→∞

𝑛 ∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
= ∫ 𝑓(1)𝑑𝑥 =

1

0
𝑓(1)  .         


