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Nota introductiva

Aceasta mini-culegere de exercitii si probleme de matematica se adreseaza elevilor de liceu
din clasele a [X-a — a XIlI-a, filiera tehnologica.

Contine subiectele propuse de Ministerul Educatiei Nationale si Cercetarii Stiintifice
la examenul de bacalaureat national, proba E. ¢) Matematica M_tehnologic, sesiunea
iunie — iulie, sesiunea august — septembrie, sesiunea speciala, subiectele de rezerva, precum si
subiectele propuse la simularea examenului de bacalaureat si modelele de subiecte din perioada
2009 — 2014.

Am pastrat forma originala a enunturilor, dar am preferat o sistematizare a lor, desigur,
relativa, pe ani de studiu, discipline, sau unitati mari de invatare. In acest fel, este mai
vizibila o anume standardizare, de-a lungul celor cinci ani, a continuturilor tematice la care
fac referire aceste subiecte si, in plus, materialul devine mai adecvat folosirii lui in cadrul
orelor de recapitulare trimestriala sau finala.

Din motive didactice, solutiile exercitiilor si problemelor propuse, cele mai multe dintre
ele detaliate, sunt separate de enunturi. Navigarea intre acestea se poate face rapid, folosind
linkurile colorate in burgundy.



1 Algebra — clasa a IX-a. Enunturi

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

24.

. Aritati ca 5(2+/3) — 5v/3 = 10.
. Aratati ca 2 (5 — v/2) +2v2 = 10.

2 1

. Aratati ca 3- < - > =1

3 3

1\? 3
. Aratatica (1 — = - =1.
ratatl ca < 2) + 1
. Aratati ca numarul 3 (4 + \/5) — /27 este natural.

. Aritati cd 3 (2 — v2) +3v2=6.

Arstati cd 3 (24 V2) —3v2 =6.

. Aritati ca 3(4 — v/3) + 3v3 = 12.

. Aritati ca 271 +272 =0, 75.

Ordonati crescitor numerele v/12, 2v/2 si 3.

Calculati suma primilor trei termeni ai unei progresii aritmetice (a) stiind ca
; n/n>17 5
ag = 4.

Intr-o progresie aritmetica (a,),>1 se cunosc a4 = 7 si ag = 22. Calculati aj4.

Intr-o progresie aritmetica (ap)p>1 se cunosc a; =5 si r = 2. Calculati suma primilor 5
termeni ai progresiei.

Determinati « € R pentru care numerele  — 1, z + 1 si 3z — 1 sunt termeni consecutivi
al unei progresii aritmetice.

Intr-o progresie aritmetica (ay)n>1 se cunosc ag = 6 si ag = 5. Calculati ag.

Se considera o progresie aritmetica (ap),>1 In care ag = 5 si a5 = 11. Calculati suma
primilor sapte termeni ai progresiei.

Determinati numarul real a stiind ca f(1) =a, unde f: R = R, f(z) =z + 3.
Determinati numarul real m, stiind ca f(m) =1, unde f: R = R, f(z) =z — 4.

I . : o . r+1
Determinati numerele intregi = care verifica relatia —1 < 3 < 1.

Determinati coordonatele punctului de intersectie a graficului functiei
f:R—=R, f(z) =2 +4 cu axa Oy.

Se consider funtia f : R — R, f(z) = 2014z — 2013. Calculati (f(1))%**.
Calculati f(1) + f(2) + ...+ f(10) pentru functia f : R - R, f(x) =2z + 3.
Calculati f(—3) + f(3) pentru functia f : R — R, f(z) = 22 — 9.

Calculati f(—2) - f(0) pentru functia f: R - R, f(z) =z + 1.
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Calculati f(—4) + f(4) pentru functia f : R — R, f(x) = 2% — 16.
Se considera funtia f : R — R, f(x) =5 — z. Calculati f(0)- f(1)- f(2)-...- f(10).
Determinati numarul real m pentru care varful parabolei asociate functiei

f:R =R, f(x) = —2? + 3ma + 1 are abscisa egald cu g

Determinati coordonatele varfului parabolei asociate functiei
f:R—=R, f(x) =222 — 2+ 3.

Determinati coordonatele varfului parabolei asociate functiei
f:R—=R, f(x) =2> -2z + 3.

Se considera funtia f : R — R, f(x) = ma? 4+ 2z — 5. Determinati m € R pentru care
abscisa varfului parabolei asociate functiei f este egala cu 2.

Determinati solutiile intregi ale inecuatiei 22? —z — 3 < 0.
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia (z — 2)? — 22 + 8 = 0.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia (3z + 2)? = 4.

Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia

< 0.
3

Determinati coordonatele punctului de intersectie a graficelor functiilor
fR=>R, f(z)=2—-3sig:R—=>R, g(z) =5—=.

Determinati coordonatele punctului de intersectie a graficelor functiilor
fR=R, fr)=2r—1sig:R— R, g(z) =22 — 22 + 3.

Se considera functiile f, g : R — R, f(z) = 2z—1, g(x) = x+3. Determinati coordonatele
punctului de intersectie a graficelor functiilor f si g.

rTH+y=>5

Rezolvati sistemul de ecuatii {
zy =6

Determinati numarul real m, stiind ca punctul A(0,1) apartine graficului functiei
fR—=R, f(z)=2%—2x+m - 3.

Se considera funtia f : R — R, f(z) = 22 + az + b. Determinati numerele reale a si b
pentru care graficul functiei f contine punctele A(2,3) si B(—1,0).

Determinati functia de gradul al doilea al carei grafic contine punctele A(0,0), B(2,2) si
C(-1,2).

Determinati numarul real m pentru care ecuatia 2% — (m + 1)z +m = 0 are solutii reale
egale.

Algebra — clasa a X-a. Enunturi

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia v/ 2¢2 +1=1.
. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia vz + 2 = = + 2.

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia vx — 1 = x — 3.
3 9 3
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Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2 — /2 —z = z.

. A . . 3
. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia Va2 —1 =

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3321 = 9.

Rezolvati In multimea numerelor reale ecuatia 323z — 3r+6

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 572 = 25.

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 52¢ = 25.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3%¢ = 9.

23—z — 1

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 1
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 7% + 71 = 392.
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3% + 3%+1 = 36.

. . . 2_
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2 — 3% ~! = 1.

. . N N |
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 317%" = 77

Determinati coordonatele punctelor de intersetie a graficului functiei
f:R =R, f(z) =2 — 1 cu axele Oz si respectiv Oy.

Se considera functiile
f : (_L +OO) - R?f(x) = 102(:);2('r + 1) §1 g: R — (_1>+OO)7 g(.l‘) =2"-1
Calculati f (g(1)).

Calculati logg 3 + logg 12.
Calculati log; (3 + v/2) +1log; (3 —v2).

Calculati log, (3 + \/5) + log, (3 — \/5) .

1
Calculati log, g T V271.

Se considera numarul a = logs 2. Aratati ca logz 6 =1+ a.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logy(2x + 1) = log, 5.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log; (2% + 8) = log,(6).

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs(z? + 1) = logg 1.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logy(z + 1) — logy(x 4+ 3) = —

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logs(x + 2) — logg(z — 4) = 1.
(

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logy(x + 3) — logy 2 = 2.
Calculati 5C7 — AZ.

Calculati 2C% — 3A}.



31.

32.
33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

46.

47.

48.

49.
50.

. B
Calculat;l m .

Calculati C2 — A3.
Determinati n € N,n > 2, pentru care C2 = 4AL.

Determinati cate numere naturale de 3 cifre distincte se pot forma cu elementele multimii

M ={0,1,2,3}.

Determinati cate numere de trei cifre distincte se pot forma cu elementele multimii

{1,2,3,4}.

Numarul submultimilor cu doua elemente ale unei multimi este egal cu 10. Determinati
numarul elementelor multimii.

Determinati numarul submultimilor ordonate cu 2 elemente ale unei multimi cu 7
elemente.

Determinati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea {1,2,3,...,30}, acesta
sa fie divizibil cu 7.

Calculati probabilitatea ca, alegand la intamplare un numar din multimea
{10,11,12,...,99}, acesta sa fie divizibil cu 4.

Calculati probabilitatea ca alegand la intamplare un element din multimea {1,2,3,4},
acesta si verifice inegalitatea 2" > n?.

Calculati probabilitatea ca alegdind un numar din multimea numerelor naturale de doua
cifre, acesta sa fie divizibil cu 10.

Calculati probabilitatea ca alegand un numar din multimea numerelor naturale de o
cifra, acesta sa fie mai mic sau egal cu 3.

Calculati probabilitatea ca alegand un numar din multimea numerelor naturale de o
cifra, acesta sa fie divizor al lui 10.

In anul 2013, profitul anual al unei firme a fost de 100000 de lei, ceea ce reprezinta 4%
din valoarea veniturilor anuale ale firmei. Determinati valoarea veniturilor anuale ale
firmei in anul 2013.

. Dupd o scumpire cu 30%, pretul unui obiect este 325 de lei. Determinati pretul obiectului

inainte de scumpire.

Pretul unui obiect este 100 de lei. Determinati pretul obiectului dupa o scumpire cu

10%.

Pretul unui obiect este 100 de lei. Determinati pretul obiectului dupa o scumpire cu
20%.

Pretul unui obiect este 1000 de lei. Determinati pretul obiectului dupa o ieftinire cu
10%.

Pretul unui obiect este 100 de lei. Determinati pretul obiectului dupa o ieftinire cu 30%.

La o banca a fost depusa intr-un depozit suma de 900 lei cu o dobanda de p% pe an.
Calculati p, stiind ca, dupa un an, in depozit suma este de 1008 lei.



ol.

52.

Dupa o scumpire cu 5%, pretul unui produs creste cu 12 lei. Calculati pretul produsului
inainte de scumpire.

Calculati a si b stiind cd a + b = 150 si numarul a reprezinta 25% din numarul b.

Geometrie si trigonometrie. Enunturi

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Determinati aria triunghiului ABC dreptunghic in A stiind ca AB = 6 si BC' = 10.

. Calculati lungimea diagonalei BD a rombului ABCD in care AB =4

si m(<ABC) = 120°.

. Un triunghi dreptunghic are catetele AB = 3, AC' = 4. Determinati lungimea Inaltimii

duse din A.

Determinati lungimea laturii unui triunghi echilateral, care are aria egala cu 44/3.

. In reperul cartezian zOy se consideri punctele A(2,5) si B(3,5). Calculati distanta de

la punctul A la punctul B.

. In reperul cartezian 2Oy se considera punctele A(5,6), B(2,6) si C(5,2). Aratati ci

triunghiul ABC' este dreptunghic.

In reperul cartezian zOy se considers punctele A(1,1), B(4,1) si C(4,4). Aratati c&
AB = BC.

. In reperul cartezian zOy se considerd punctele A(1,3) si B(—1,1). Determinati ecuatia
dreptei AB.

. In sistemul de coordonate zOy se considers punctele A(2,3) si B(—1,0). Scrieti ecuatia
dreptei AB.

In reperul cartezian 2Oy se considers punctele A(1,4) si B(5,0). Determinati ecuatia
mediatoarei segmentului [AB].

In reperul cartezian 2Oy se considers punctele P(1,3) si R(3,3). Determinati coordona-
tele punctului @, stiind ca R este mijlocul segmentului PQ).

In reperul cartezian 20y se considers punctele A(1,1) si B(1,3). Calculati distanta de
la punctul A la punctul B.

In reperul cartezian 2Oy se considerd punctele A(1,1) si B(3,1). Calculati distanta de
la punctul A la punctul B.

In reperul cartezian 2Oy se considers punctele P(2,1) si R(2,3). Determinati coordona-
tele mijlocului segmentului PR.

In reperul cartezian Oy se considers punctele A(2,4) si B(2,1). Calculati distanta de
la punctul A la punctul B.

In reperul cartezian zOy se considerd punctele 0(0,0), A(5,1), B(3,5). Calculati
lungimea medianei din varful O in triunghiul OAB.

In reperul cartezian zOy se considerii punctul A(4,—1). Determinati coordonatele
punctului B, stiind c& O este mijlocul segmentului (AB).
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In sistemul de coordonate zOy se considerd punctele O(0,0), A(2,—2) si B(6,8).
Calculati distanta de la punctul O la mijlocul segmentului (AB).

In reperul cartezian 20y se considers punctele O(0,0) si A(2,3). Determinati coordona-
tele punctului B, stiind ca A este mijlocul segmentului (OB).

Intr-un reper cartezian xOy se considera punctele A(1,2) si B(3,0). Determinati
coordonatele simetricului punctului A fata de punctul B.

Calculati distanta de la punctul A(2,3) la punctul de intersectie a dreptelor
di:2x—y—6=0sidy: —z+2y—6=0.

In reperul cartezian zOy se considera punctele A(0,—2) si B(4,m), unde m € R.
Determinati valorile lui m pentru care AB = 5.

Determinati m € R pentru care punctele A(2,3), B(4,5) si C (m +1, m2) sunt coliniare.

In reperul cartezian zOy se considers punctele A(—6,3) si B(2,5). Determinati coordo-
natele mijlocului segmentului (AB).

In reperul cartezian Oy se considera punctele A, (n — 1,n + 2), n € N*.

a) Determinati ecuatia dreptei A;As.

b) Demonstrati ca punctele A,,, A,, A, sunt coliniare, oricare ar i m,n,p € N*.

c) Pentru fiecare p € N*, notam M, = {n € N*/A4,, A, <2}. Determinati elementele
muli;lmu MQOll.

Se considera punctele A, (2",3"), unde n € N.

a) Scrieti ecuatia dreptei ApA;.

b) Demonstrati ca punctele A;, A2, A3 nu sunt coliniare.

c) Determinati numarul natural n pentru care aria triunghiului A, A,+1A4,42 este egala
cu 216.

Aritati ca tg260° + tg245° = 4.

Aratati ca V308 30° + /2sind5° = g
Aratati ca sin10° + sin 30° — sin 170° = %
Calculati cos45° + cos 135°.

Calculati cos30° 4 cos 150°.

Calculati cos40° + cos 140°.

Calculati cos 130° + cos 50°.
3
Aritati ca sin® 30° + cos? 45° = 1

1 us
Calculati cos z, stiind ca sinx = 3 sixz € (O, —).

2
. .. <o 5 . . .
Calculati cos B, stiind ca sin B = 3 9 unghiul B este ascutit.
. .. ¢ o L . . .
Calculati cos A, stiind ca sin A = 5§ unghiul A este ascutit.
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e e . . . .. . sinx +4cosx
Determinati masura = a unui unghi ascutit, stiind ca —— =
cos T

Se considera triunghiul MNP cu MP =6, sin N =
laturii (M N).

ol W

4
sisin P = 3 Calculati lungimea

Aria triunghiului M N P este egala cu 16, iar M N = NP = 8. Calculati sin N.

Calculati lungimea laturii BC' a triunghiului ABC, stiind ca AB = 6, AC = 5 si
m(<BAC) = 60°.

Calculati cosinusul unghiului A al triunghiului ABC, stiind ca AB = 5, AC’ = 6 si
BC =T1.

Calculati cosinusul unghiului M al triunghiului M NP, stiind ca M N =4, MP =5 si
NP = 6.

Calculati raza cercului circumscris triunghiului ABC, stiind ca BC' = 9 si m(<BAC) =
120°.

Calculati perimetrul triunghiului M NP stiind ca MN =2, MP =3 si m(<NMP) =
120°.

Calculati lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC' in care AB = 6 si
m(<ACB) = 30°.

In reperul cartezian zOy se consideri punctele M(2,—1) si N(—1,3). Determinati
coordonalele vectorului OM + ON.

Se considera vectorii U7 = 2i+aj si V2 = (a+3)i+27, unde a € R. Determinati numarul
a > 0 pentru care vectorii v1 si U2 sunt coliniari.

Se considera vectorii 11 = 2i — j si Uy = i + 3j. Determinati coordonatele vectorului
w = 2v1 — Vs.

In sistemul de coordonate Oy se consideri punctele A(2,0), B(1,-1),0(0,0).
Determinati coordonatele punctului C' pentru care OC = 20A + OB.

4 Matrice si determinanti. Sisteme liniare. Enunturi

. Se considera matricele A = <4 8), B = < 2 ) si €' = (3 Z), unde x este

1 2 -1 -2 2
numar real.

a) Aratati ca det A = 0.

b) Determinati numaérul real z stiind ca B + C = A.

c) Aratati cd B - B+ B = Oz, unde Oy = (8 8)

. Se considera matricele A = ( 3 1 ), B= < 2 1 > sily = <1 O>,

-5 =2 -5 -3 01
a) Aratati ca det A = —1.
b) Aratati ca 2A-B— B-A = I.

c) Determinati numarul real z stiind ca A- A —zA = I».



o . 12y .. (10
. Se considera matricele A = <2 4> sily = <0 1>.

a) Aratati ca det A = 0.
b) Aratati ca A- A =5A.

c¢) Determinati numerele reale z si y pentru care A + <m y > = I.

1 1 1
. Se considera matriceca A= |1 2 3
1 4 9

a) Calculati det A.

011
b) Determinati numarul real m pentru care matricele A+mizsi [ 1 1 3| sunt egale,
1 4 8
1 00
unde Is=10 1 O
0 01
0 z
c) Rezolvati ecuatia matriceala AX = [ 1], umde X = [y | € M31(R).
3 z
N . (-3 1 .5 (01
. Se considera matricele A = < 9 _2> si B = <1 0).
a) Calculati det A.
b) Aratatica B-A—A-B = (_11 _11>
c¢) Determinati numerele reale x pentru care det(A + zB) = 0.
< Lo . 20 0
. Pentru fiecare numar real a se considera matricea M (a) = 0 24

1 1
a) Aratati ca M (2> +M (—2> = M(0) .
b) Determinati numarul real a pentru care det (M (a)) = 0.
)

¢) Determinati matricea M (—2) + M (—1) + M(0) + M(1) + M (2).

. Se considera matricele A = <(1) _11>, I, = <1 0> si B = <m _xl>, unde z este

numar real.

a) Calculati det A.

b) Pentru z = 0 aratati ca A — B = I».

c¢) Determinati numarul real = pentru care det(A + B) = 0.

. Se considera matricea A = <1 (1)> .
a) Calculati det A.

b) Determinati numarul real x pentru care A- A —xly = A, unde Iy = ((1) (1)>

c) Determinati matricele M = (g T>7 stiind ca det(M + A) = 0, unde m este un

numar real.

10



10.

11.

12.

13.

14.

15.

S . (2 =2 (1 0\ ., (b1 o
. Se considerd matricele A = <O 9 >, I, = <0 1) si B = (0 b>’ unde b este numar

real.

a) Calculati det A.

b) Determinati numarul real b pentru care A - B = 215.

c¢) Determinati numarul real b pentru care det(A + B) = 0.

-1 2 =z
Pentru fiecare numar real x se considera matricea A(x) = [ 2 —1 x| sise noteaza
z 2
determinantul ei cu A(z).
a) Calculati A(1).
b) Aritati cd A(z) = 6(x? — 1), pentru orice numar real z.
c¢) Determinati inversa matricei A(0).
10 0
Se considera matricele H(z) = {0 1 Inz |, cuz € (0,+00).
0 0 1

a) Aratati ca det(H (z)) = 1, pentru orice z € (0, +00).

b) Determinati numaérul real a, a > 0, astfel incat H(x) - H(a) = H(z), pentru orice
x> 0.

c) Calculati determinantul matricei H(1) + H(2) + ...+ H(2012).

r+y—22=0
Se considera sistemul de ecuatii { z—y+2=1 ,undeacR.
T+y+az=2

a) Calculati determinantul matricei asociate sistemului.

b) Determinati valorile reale ale lui @ pentru care matricea asociata sisitemului este
inversabila.

c) Pentru a = 0, rezolvati sistemul de ecuatii.

mr —2y+z=1
Se considera sistemul de ecuatii { 2z —my — 3z =3 , unde m € R.

r—y+2z=4
a) Aratati ca suma elementelor de pe diagonala principala a matricei sistemului este
egala cu 2.
b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care matricea sistemului are determinantul
diferit de 0.
c) Pentru m = 1, aritati ci y? = x1 - 21, unde (21,1, 21) este solutia sistemului.

r+yt+z=1
Se considera sistemul ¢ 2z +ay+ 3z =1 , unde a € R si se noteaza cu A matricea
dr +a’y+9z =1
sistemului.
a) Aritati ci det A = —a? + 5a — 6.
b) Determinati valorile reale ale numéarului a pentru care matricea A este inversabila.
c) Pentru a = 1, rezolvati sistemul.

Se considera matricele Ip = <(1) ?), A= <_12 _21> si X(a) = Iy + aA, unde a € Z.
a) Calculati A% — 3A.
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b) Demonstrati ca X (a) - X(b) = X (a + b+ 3ab), oricare ar fi a,b € Z.
c) Aratati cd X (a) este matrice inversabila, oricare ar fi a € Z.

m —1 1 mx—y+2=0
. Se considera matricca A= | 1 m —1| sisistemul de ecuatii § z+my—2=0 ,
1 -2 1 r—2y+z2z=0

unde m este parametru real.

a) Calculati determinantul matricei A.

b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care tripletul (—1,2,5) este o solutie a
sistemului.

c) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul admite doar solutia (0,0, 0).

1 1 1
. Se considera determinantul D(z,y)=| 1 =« y |, unde xz,y € Z.
1 z4+1 y+1

a) Calculati D(—1,1).
b) Determinati z € Z pentru care D(z,2010) = 1.
c) Demonstrati c& D(x,y) - D(z, —y) = D(2?,y?), oricare ar fi x,y € Z.

0 1
a) Calculati determinantul matricei A.
b) Calculati A% — 24 + Is.
c) Determinati matricele X € M»(R) cu proprietatea X2 = A.

1 2
. Se considera matricea A = < )

100
. Se considera matricca A= (0 1 0
1 01
a) Calculati determinantul matrlcel
1
b) Verificati daca A~ = , unde A~! este inversa matricei A.
—1 O 1

1 11
c) Rezolvati ecuatia A- X = |2 2 2], X € M3(R).
3 3 3

m 1 0
. Pentru m € R se considera matricca A= | 1 1 1 | sisistemul de ecuatii
1 1 m

mzr+y=—1
r4+y+2z=3 ,undex,y,z € R.
x+y+mz=0

a) Calculati determinantul matricei A.
b) Rezolvati sisemul pentru m = 0.
c) Verificati daca sistemul este incompatibil pentru m = 1.

. Se considera matricea A = (1 é)
a) Calculati 4% — A.

b) Determinati inversa matricei A.

c) Rezolvati ecuatia A - X = (2010 2010

2009 2010) X € Ma(R).

12



22.

1 -1 -1
Pentru m € R se considera matricea A= | 1 3 —1 | sisistemul de ecuatii
m 0 2
r—y—z=-2
r+3y—z=-2 ,unde z,y,z € R.
mx + 2z =4

a) Calculati determinantul matricei A.
b) Determinati m € R pentru care matricea A este inversabila.
c) Rezolvati sistemul pentru m = —1.

5 Legi de compozitie. Enunturi

1.

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x oy = 2y + 4o + 4y + 12.
a) Aratati ca 0o (—4) = —4.

b) Aratati ca z oy = (x +4)(y +4) — 4, pentru orice numere reale x si y.

c) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x o x = 12.

. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x xy = 2(z +y — 1) — xy.

a) Aratati ca 1 %2 = 2.
b) Aratati ca x x 2 = 2 x x = 2 pentru orice numar real x.
c) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x * x = x.

. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie zoy =z +y + zy.

a) Ardtati ca (—1)o1 = —1.
b) Aratati ca zoy = (z+1)(y + 1) — 1 pentru orice numere reale z si y.
c) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia (z + 1) o (z — 3) = 4.

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie comutativa
rxy=x+y—>.

a) Aratati ca 2 % (—2) = 2014 % (—2014).

b) Verificati daca legea ,x” este asociativa.

c¢) Calculati (—4) % (=3) * (—=2) % (—1) x 0% 1 2% 3 x 4.

. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa

roy=uay—3(x+y)+12.

a) Aratati ca x 03 = 3 oz = 3, pentru orice numar real z.
b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x oz = x.
c) Calculati 1020...02014.

. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa data de z oy =

T +y+3.
a) Calculati 2 o (—2).
b) Aratati ca e = —3 este elementul neutru al legii de compozitie ,0”.

c) Determinati numarul real « pentru care 2013 o (—2013) = z o x.

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa data de x xy =
r+y—2

a) Calculati 5 * (—5).

b) Aratati ca legea de compozitie ,*” este comutativa.

c¢) Calculati (—3) % (—2) % (=1) * 0% 1% 2 % 3.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa

zxy=a+y—1.

a) Aratati ca x * 1 = z, pentru orice z € R.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x * x x x = 4.

c) Determinati numarul natural n,n > 2, pentru care C}: x C2 = 14.

. Pe multimea R se defineste legea de compozitie z x y = xy +x + y.

a) Aratati ca legea de compozitie ,*” este asociativa.
b) Determinati elementul neutru al legii ,,%”.

c) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x2 * 2 = x * 4.

Pe multimea R se defineste legea de compozitie asociativa x oy = %(azy —x—y+3).
a) Verificati daca elementul neutru al legii ,,0” este e = 3.

b) Determinati simetricul elementului 2 in raport cu legea ,,0”.

c) Aratati ca multimea H = {2k + 1\ k € Z} este parte stabila a lui R in raport cu
legea de compozitie ,0”.

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie = * y = 2zy — 6z — 6y + 21.
a) Aratati ca x xy = 2(x — 3)(y — 3) + 3, oricare ar fi z,y € R.

b) Aratati ca legea ,*” este asociativa.

c¢) Calculati 12 % ...%2011.

Pe multimea R se defineste legea de compozitie x * y = zy — 3z — 3y + 12.
a) Demonstrati cd z xy = (z — 3)(y — 3) + 3, oricare ar fi z,y € R.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x * x = 19.

c) Stiind ca legea ,x” este asociativa, calculati 1% /2% ... % 2011.

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie zxy = (z —4)(y — 4) + 4.
a) Demonstrati ca legea ,*” este asociativa.

b) Demonstrati ca « * y € (4, +00), oricare ar fi z,y € (4, +00).

c¢) Calculati 1 %2 %3 x...x2010.

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x oy = 2xy — 2x — 2y + 3.
a) Demonstrati cd z oy = 2(z — 1)(y — 1) + 1, pentru oricare z,y € R.
b) Determinati elementul neutru al legii ,,0”.

c¢) Dati exemplu de doua numere a,b € R \ Z pentru care a o b € Z.

6 Polinoame. Enunturi

1.

Se considers polinomul f = X3 —2X? + 1.

a) Aratati ca f(1) =0.

b) Determinati catul si restul impartirii polinomului f la polinomul g = X2 — 2X + 1.
c) Calculati 22 + 23 + x%, unde x1, x9, s sunt radacinile polinomului f.

. Se considera polinomul f = X3 — 3X2 +2X.

a) Calculati f(1).
b) Determinati catul si restul impartirii polinomului f la X — 2.
c) Calculati 22 + 22 + 23, unde 1, 72, v3 sunt radacinile polinomului f.
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3. In R[X] se consider# polinomul f = X3 — X2 + aX +b.
a) Calculati a + b, stiind ca f(1) = 0.
b) Pentru a = —1 si b = 1, determinati radacinile polinomului f.
c) Determinati numerele reale a si b, stiind cd 27 = 1 si 22 = 2 sunt radacini ale
polinomului f.

4. InR [X] se considera polinomul f = X3 +3X2% —3X — 1, cu radacinile z1, z2, 3.
a) Aratati ca polinomul f se divide cu X — 1.
b) Calculati 23 + 23 + 3.
c) Verificati daca (2 — x1)(2 — 22)(2 — x3) = 13.

5. Se considera polinomul f = X2 +mX? +mX 4+ 1, unde m € R.
a) Pentru m = 0, calculati restul impartirii polinomului f la X — 1.
b) Aratati ca polinomul f este divizibil cu X + 1, pentru orice numar real m.
c) Determinati valorile reale ale lui m pentru care polinomul f are trei radacini reale.

6. In Zs [X] se considera polinomul f = mX® +nX, cu m,n € Zs.
a) Determinati n € Zs pentru care f (i) =m.
b) Pentru m = 1 sin= 4, determinati radacinile din Zs ale polinomului f.
c) Aratati ca, daca f (i) =f (Q), atunci f (3) =f (21) .

7. Se considera polinomul f = X3 + (m —3)X? — 17X 4+ (2m +7), cu m € R.
a) Pentru m = 4 determinati catul si restul impartirii polinomului f la X — 3.
b) Determinati m € R pentru care polinomul f este divizibil cu X — 1.
c) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 277 + 9% — 17 - 3% + 15 = 0.

8. Polinomul f = X3 +2X2% — 5X +m, cu m € R, are radacinile z1, xo si x3.
a) Calculati 2% + x3 + 23.

L 1 1
b) Determinati m € R* pentru care x; + xo + 23 = — + — + —.
il T2 I3
Tr1 T2 I3
c) Aratati ca determinantul A = | z3 3 1 | este numar natural, oricare ar fi m € R.

r3 IT1 T2
9. Fie polinomul f € Z3[X], f = X 4 2X? si multimea
G={g=aX’+bX*>+cX +d\abcdeZs}.
a) Calculati f (1).

b) Determinati radécinile polinomului f.
c) Determinati numarul elementelor multimii G.

10. Se considera polinoamele f,g € Z3[X],f = X?>+ X, g=X?+2X +a, cua € Zs.
a) Calculati f (0) +f (i) .
b) Determinati radacinile polinomului f.
a) Demonstrati ca f (f)) + f (1) + f (Q) =g (f)) +g (i) +g (Q), pentru oricare a € Zs.

7 Analiza matematica — Clasa a XI-a. Enunturi

1
1. Se considera functia f :(0,+00) = R, f(z) =lnx — —.
x

1
a) Ardtati ca f'(x) = x; , € (0,400).
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ot

— f(2
b) Aratati ca lim flo) = 72) = §
’ z—2 r—2 4

c) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa xy = 1,
situat pe graficul functiei f.

. Se considera functia f : R — R, f(z) = (x — 1)e”.

a) Aratati ca hH(l) flz) =—-1.
T—
b) Aratati ca f'(xz) = e* 4+ f(x) pentru orice numar real z.
1
c) Ariatati ca lim f)+1 =0.
z—0 X
S . z—1
. Se considera functia f :(2,+00) = R, f(z) = 5
x J—
a) Aratati ca lim f(x) = 2.
z—3 1
b) Aréta‘gl Ca f/(.fU) = —m, €T &€ (2,+OO)

c) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa z¢ = 3,
situat pe graficul functiei f.

Se considera functia f : R — R, f(z) = 2% — 3z + 7.
@ -0
z—0 '

x
b) Calculati lim /(@) .
" a—too (22 + 1)(3x + 2)

c) Demonstrati ca f(x) > 5 pentru orice z € [—1, +00).

a) Aratati ca lim

. Se considera functia f : R = R, f(z) =€ — x.

a) Calculati f'(x), z € R.

b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa zp = 0,
situat pe grficul functiei f.

¢) Demonstrati ca e® > x + 1, pentru orice z € R.

. Se considera functia f :[0,400) = R, f(z) =z — 1.

a) Aratati ca 2y/xf'(x) = 1, pentru orice z € (0, +00).
b) Verificati daca dreapta de ecuatie y = —x este tangenta la graficul functiei f in
punctul de abscisa xg = 4, situat pe graficul functiei f.

c) Aratati ca functia f este concava pe intervalul (0, 400).

1
Se considera functia f :(0,4+00) = R, f(x) = il
x

a) Calculati wgrfm f(x).

b) Aratati ca functia f este descrescatoare pe intervalul (0, 4+00).
c) Deteminati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa z¢ = 1, situat
pe graficul functiei f.

. Se considera functia f : R — R, f(x) = ze®.

a) Aratati ca f'(z) = (z + 1)e”, pentru orice z € R.
b) Verificati daca f”(x) + f(x) = 2f'(z), pentru orice = € R.
c) Aratati ca functia f are un punct de extrem.

. Se considera functia f: R — R, f(z) = (z + 2)3.

a) Verificati daca f'(x) = 322 + 12z + 12, pentru orice = € R.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

b) Aratati ca functia f este crescatoare pe R.
!
x
c) Calculati lim ! (2 )
r—+00 T

Se considera functia f :(0,+00) = R, f(z) = zlnz.
a) Verificati daca f'(x) = 1+ Inz, oricare ar fi x € (0, +00).

1
b) Aratati ca functia f este crescatoare pe [, +oo>.
e

c) Demonstrati ca f(x) > ——, oricare ar fi x € (0, +00).
e

Se considera functia f :(0,4+00) = R, f(z) = y/x — Inz.

— f4
a) Aratati ca lim J@) = &) = 0.
T—4 x—4
b) Demonstrati ca functia f este crescatoare pe intervalul (4, 4+00).

c) Determinati ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei f.

1
Se considera functia f :(0,4+00) = R, f(z) = :E—Z .
e
N . v f/(x) €T .
a) Aratati cd = — entru orice x € (0, 400).
) ied s 1P ( )

b) Aratati ca functia f este descrescatoare pe (0, +00).
c) Determinati ecuatia asimptotei oblice la graficul functiei

621. 2$
9+ (0,400) = B, g(a) = L0,
S iders functia f: R — R, f(z) 207 — 1
e considera functia f : x) = .

| 0 w2

x
a) Aritati cd f'(x) = ————, pentru orice z € R.
) Avitati ca /(#) = b

b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f.

1
c) Demonstrati ca —5 < fx) < 3 pentru orice z € [0, 1].

2
—r—1
Se considera functia f: R~ {-1} = R, f(x)= %
x

a) Calculati f'(z), z € R~ {-1}
b) Calculati lim fz) Iz

z—too 2 —x — 1
c) Determinati ecuatia asimptotei oblice spre +oo la graficul functiei f.

L1 . _ , <0
Se considera functia f: R = R, f(z) = ¢ 22 +1 :

r—4, x>0
a) Demonstrati ca functia f este continua in punctul zg = 0.

b) Calculati lim /(@) 5
T — T
c) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A(—1,—2).
1
Se considerd functia f :[1,+00) = R, f(z) =e* — —.
x

a) Calculati lim M

T—2 T —2
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

b) Aratati ca f(z) > 0, oricare ar fi z € [1, +00).
c) Aratati ca graficul functiei f nu admite asimptote spre +oo.

2
Se considerd functia f: R~ {1} = R, f(z) = (334‘1)2
x J—
——5
a) Aritati ca f/(z) = (5671)3 oricare ar fi 7 € R~ {1}.
x J—

b) Determinati ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei f.

1
c) Aratati ca f(z) + T > 0, oricare ar fi x € (—o0, 1).
Se considera functia f :(0,400) = R, f(z) =Inz + €*.
a) Ardtati ca zf'(z) = 1 + ze®, pentru orice z € (0, +00).
b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A(1,e).
c) Calculati lim M

r——+oc0 I

Se considera functia f : R — R, f(z) = 23 + 2% + x + 3.

a) Calculati f(0).

b) Aratati ca functia f este crescatoare pe R.

c) Aratati ci a3 +a?+a—b3 b2 —b < 3b — 32 oricare ar fi numerele reale a,b cu a < b.

Se considera functia f : R — R, f(z) = e* — z.

a) Demonstrati ca f'(z) — f(z) = — 1, oricare ar i x € R.

b) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x = 0, situat pe
graficul functiei f.

c) Determinati ecuatia asimptotei oblice la graficul functiei f spre —oo.

el’

Se considera functia f: [0,1] = R, f(z) = T+
x
!/
a) Demonstrati ca f(z) S , oricare ar fi x € [0, 1].
flz) 241

b) Demonstrati ca functia f este crescatoare pe [0, 1].

¢) Demonstrati cd — < —— < 1, oricare ar fi x € [0, 1].
e flz)

N : * 2, 2

Se considera functia f: R* - R, f(z) = z* + —.
x

a) Calculati f'(x).
b) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A(2,5).
c) Determinati ecuatia asimptotei verticale la graficul functiei f.

Se considera functia f: R — R, f(z) = 22 - 7.
a) Calculati f'(x).
b) Demonstrati ca functia f este descrescatoare pe intervalul [—2,0].

2
1
c) Demonstrati cd 0 < f(z) + f (2?) < e , oricare ar fi x € [—1,0].
Se considera functia f: R — R, f(z) = Va2 + 3.
a) Calculati f'(z).
b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A(1,2).
c) Determinati ecuatia asimptotei oblice spre +oo la graficul functiei f .
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8 Analiza matematica — Clasa a XII-a. Enunturi

1.

ot

Se considera functiile

f:]R—>R,f(a:):ea’—a:§iF:R—>]R,F(a:):ex—?—l.
1

a) Aratati ca / efder =e— 1.

0
b) Aratati ca functia F' este o primitiva a functiei f.

1
c) Calcula‘gi/ F(x)dz.
0

. Se considera functia f: R — R, f(x) = 322 + 2x.

1
a) Aratati ca / 3z2dz = 7.

0
b) Determinati primitiva F': R — R a functiei f pentru care F/(1) = 2014.
13

n
x
c¢) Determinati numarul natural n, n > 2 stiind ca / de = 5
1 X

. Se considera functia f: R — R, f(z) = 2% + 2z + 1.

1
a) Aratati ca / (2x 4+ 1)dz = 2.
~1
b) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Oz a graficului
functiei g : [0,1] = R, g(x) = f(x) — 2z — 1.
c) Demonstrati ca orice primitiva a fuctiei f este o functie crescatoare pe R.

Se considera functiile f : R — R, f(z) = e+ 2z si F: R — R, F(z) = e* + 22 + 2014.
2

a) Calculati / (f(x) —e*)dux.
1

b) Aratati ca functia F' este o primitiva a functiei f.

1
c) Calcula‘gi/ f(z)F(z)dx.
0

1
. Se considera functia f : (0,+00) = R, f(z) =3 — —.
x

2
a) Calcula‘gi/ (3 — f(z))dz.

1
b) Determinati primitiva F : (0,4+00) — R a functiei f pentru care F'(1) = 3.
c¢) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului functiei
9:[L,2] >R, g(z) = 2f(z).

1
. Se considera functia f : (0, +00) = R, f(z) =2+ 1+ —.
x

a) Calculati /2 <f(x) — :16) dz.
1

b) Aritati ca functia F : (0, +00) — R, F(z) = 2% + z + Inz este o primitiva a functiei

f
c) Calculati aria suprafetei delimitate de graficul functiei f, axa Oz si dreptele de
ecuatiex =1lsiz=2.

Se considera functia f : R — R, f(z) = 322 + 1.
1
a) Calculati / f'(z)dx.
0

b) Aritati ca functia F: R — R, F(z) = 3 + 2 + 1 este o primitiva a functiei f.
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10.

11.

12.

13.

14.

c) Calculati aria suprafetei delimitate de graficul functiei f, axa Oz si dreptele de
ecuatiex =0siz=1.

1

. Se considera functia f : (0,+00) = R, f(z) = =

5
a) Calculati / xf(x)dz.

4
b) Aratati ca functia F' : (0,+00) — R, F(z) = 4 + Inx este o primitiva a functiei f.
c) Determinati numaérul real a, a > 5, pentru care aria suprafetei plane delimitate de
graficul functiei f, axa Oz si dreptele de ecuatie x = 5 si z = a, este egala cu In 3.

. Se considera functia f: R — R, f(z) = 2%+ 1.

3
x
a) Verificati daca functia F': R — R, F(z) = 3 + x este o primitiva functiei f.
b) Calculati aria suprafetei plane delimitate de graficul functiei f, axa Oz si dreptele
de ecuatie z =0 si z = 1.

2
c) Aratati ca / @dx _3 +1n2.
1 T 2

1 1
Se considera functia f :(0,+00) = R, f(z) =1+ — + =.
r oz
1
a) Verificati daca functia F' :(0,400) — R, F(x) = z — — + Inx este o primitiva a
x
functiei f.
e
b) Calculati / z- f (2°)dz.
1

“ 1 3
c¢) Determinati numarul real a > 1, pentru care flz)—=|dz==.
’ 1 x 2

T

Se considera functia f: R — R, f(z) = ze®.

a) Aratati ca functia F': R = R, F(x) = ze” — e® 4+ 2012 este o primitiva a functiei f.
e

b) Calculati / f(lnz)de.

1
c) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului functiei

g:[1,2] = R, g(z) = f(;)

Se considera functia f: R — R, f(z) = 22012 4 22011 4 22 4 2.
a) Determinati primitiva F': R — R a functiei f, care verifica relatia F'(0) = 1.

1
b) Calculati/ /(@)
’ 0 T + 1

c¢) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Oz, a graficului functiei
g:[1,2] = R, g(z) = f(x) — 22012 — 2011

dx.

l,”’l

d
z+1 v

1
Pentru fiecare numar natural nenul n se considera numarul I,, = /
0

a) Calculati I;.

1
b) Aratati c& I, + [h41 = ——
n

, pentru orice n € N*.
+1 P

D trati ca < I < —.
c) Demonstrati ca 1006 = f2012 < o5

Se considera functia f: (0,+00) = R, f(z) =€” - Vo + 1.

a) Determinati primitivele functiei g : (0, +00) — R, g(x) =
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15.

16.

17.

18.

18.

20.

2
b) Calculati / Ve+1- f(z)de.
1

c) Calculati aria suprafetei determinate de graficul functiei
h:(0,+00) = R, h(z) =e™" - f(z), axa Oz si dreptele de ecuatii z = 1 si x = 3.

Se considera functiile f, : R — R, fm(x) = 3m22? + 6max + 9, unde m € R.

a) Determinati multimea primitivelor functiei fj.

b) Calculati aria suprafetei cuprinse intre graficul functiei f1, axa Ox si dreptele de
ecuatii x =0 si x = 1.

2 _
c) Calculapi/ W@xdx.
1

Se considerd functia f: R — R, f(z) = V22 + 10.
a) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Oz, a graficului functiei

9:(0,3] = R, g(z) = f(x).
b) Demonstrati ca orice primitiva F' a functiei f este crescatoare pe multimea R.

10 10
c) Demonstrati ca f(x)dz =2 f(x)dz.
10 0

1
N
Se considera functia f : (0,+00) = R, f(z) = ¢ ¥ 4 )
, 0<z<1
. x
a) Calculati @dm.
Inz

f(z). Determinati primitiva functiei g, primitiva al carei

b) Fic g: (0,1] - R, g(x) =
1,5).

grafic contine punctul A

c) Calcula‘gi/ f(x)dx.
1
2

Se considera functia f : R — R, f(z) = 322 + 2z + 1.
a) Calculati aria suprafetei cuprinse intre graficul functiei f, axa Ox si dreptele de
ecuatii z =0si z = 1.

b) Aratati ca orice primitiva a functiei f este concava pe intervalul <oo, 3> .
a
c) Demonstrati ca, oricare ar fi a > 2, are loc inegalitatea / f(z)dz > 3a® + 2.
0
Pentru fiecare numar natural nenul n se considera functia
fn:[0,1] = R, 1fn(:L‘) = z"e”.
x
a) Calculati / &x)dx.
0 €

1
b) Calcula‘;i/ fi(x)dz.
0

1
1
c) Aratati ca 2)dx > ———, pentru orice n € N,n > 1.
) Aratati /Ofn(x) a:_2n+1 pentru orice n n >

1 1
Se considera functia f : (0,400) = R, f(z) = — + ——
x

r+1
. [° 1
a) Calcula‘gl /1 <f(l') — M) dz.

b) Calculati aria suprafetei determinate de graficul functiei f, axa Oz si dreptele de
ecuatie z =1 si z = 2.
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21.

22.

23.

24.

c¢) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Oz a graficului functiei
9:[L2] =R, g(z) = f(x).

Va2 +3, pentru x >1

Se considera functia f: R — R, f(z) = .
2z, pentru x <1

a) Demonstrati ca functia f admite primitive pe R.

b) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Oz a graficului functiei

9:11,2] = R, g(z) = f(=).
V6

c) Calculati / x - f(x)dz.
1

Inz

Tz si g(z)

a) Demonstrati ca functia g este o primitiva a functiei f.

4
b) Calcula@;i/ f(x)dz.
1
2

Se considera functiile f,g: (0,400) = R, f(z) = =2yz(Inz — 2).

c) Calcula‘gi/ 29() . f(x)da.
1

1
Se considera functia f: R* - R, f(z) =2+ —.
x

a) Calculati /3 <f(a:) - ;) dz.
1

b) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Oz a graficului
functiei g : [1,2] = R, g(x) = f(x).

€

c) Calculati / f(z) - Inzdx.
1

Pentru n € N* se considera functiile f,, : (0, +00) = R, fu(z) = 2" Inzx.

2
¢ Ilnx

e fl(x)

1
b) Demonstrati ca primitivele functiei f; sunt convexe pe intervalul [, +oo> .
e

¢ fao09 ()
2010

a) Calculati dz.

c) Calculati dz.
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9 Algebra — clasa a IX-a. Solutii

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. 5(24+v3) = 5v3 =10+ 5v/3 — 5v/3 = 10.
C2(5 —V2) +2v2 =10 — 22 + 2V/2 = 10.

2 1 1
T ERE I :
2 2

(-3) 3 () +3-1+3- :
3(4+V3) —V2T=12+3/3-3V/3=12€N. O
.3(2-v2)+3vV2=6-3V2+3V2=6. O
3(2+v2) —3v2=6+3v2-3V2=6. O
S 3(4—-V3)+3vV3=12-3V3+3V3 =12 O
.2*1+2*2:%+i:§+£:%:0,75. O
2v/2 = /8 5i 3 =/9. Cum 8 < 9 < 12, rezultd v/8 < V9 < V12.

Deci 2v/2 < 3 < V/12. 0
Daca r este ratia progresiei, atunci a1 =4 — 7 si ag =4 +r.

Rezultd a1 +as +as=(4—r)+4+ (4+r) =12. O

Fie r ratia progresiei. Din a4 = a1 +3r si ag = a1 +8r rezulta ag —ayq = 57, adica 5r = 15.
Decir =3sia1 =a4—3r=7-3-3= —2. Termenul aj4 = a1 +13r = —=2+413-3 = 37.

O

L . G n(a1 + an)
Suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice (an), >, este S, = —————.

) 5(5+13

Cumas=a;+4r=5+4-2=13, avem S5 = (a1;—a5): ( ; ):45. O
Trei numere: a,b, c sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice numai daca
-1 3r—1 dr — 2

h=" + € Rezultd o +1= (z=1)+ (8 ), ecuatie echivalenta cu z 4+ 1 = x2 )
sau x + 1 = 2z — 1, cu solutia xz = 2. 0
Ratia progresiei este r = a3 —aa =5—6 = —1,iar ay = ag —r = 6 — (—1) = 7. Termenul
ag=a1+5r=T+5-(—1)=2. O

Fie r ratia progresiei (a,)n>1 si S7 suma primilor 7 termeni ai acesteia. Din a5 = a3+ 2r

rezulta 11 = 5 + 2r, deci r = 3. Primul termen este a1 =ag —2r=5—2-3 = —1, iar
T(a1+a7)  T7(=1+17)

a7 =as+2r =11 +2-3 =17. Atunci, S7 = 5 = 5 = 56. O

f(1)=14+3=4, deci a = 4. O

fm)=m—4=1, deci m = 5. O
z+1 .

-1< <le -3<z+4+1<3& —-4<x<2 Decize{-4,-3,-2,—-1,0,1}. O
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20.

21.

22.

23. f
24. f
25. f
26. f

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Punctul de intersectie a graficului funtiei f cu axa Oy are coordonatele (0, f(0)) = (0,4).
O

F(1) =2014-1—2013 = 1; (f(1))*™ =121 = 1, _

Pentru n € N*, notam a,, = f(n) = 2n + 3. Avem a1 —a, = f(n+1) — f(n) =
2(n+1)+3—(2n+3) = 2, pentru orice n € N*. Rezulta ca sirul (a,),,~, este o progresie
aritmetica de ratie r =2 sia; = f(1) =2-1+3 =5, ajp = f(10) = 2-10+ 3 = 23. Prin
10(a1 + a19) _ 10(5 + 23)

urmare, f(1)+ f(2)+...+f(10) = a1 +az+...+ai0 = 5 = 5 = 140.
O

F(=8) = (=3)2 =9 = 0; (3) =32 — 9 = 05 f(=3) + /(3) = .
F(=2)=—2+41=—1; f(0)=0+1=1; f(=2)- f(0) = —1-1=—1. 0
f(=4) = (-4 =16 =0; f(4) =4 =16 = 0; f(—4) + f(4) = m
f(6)=5-5=0= f(0)-f(1)-...- f(5)-...- f(10) = 0. O

Varful parabolei asociate functiei de gradul al II-lea f : R — R, f(z) = az? + bz + ¢

A
si ¥, = ——, unde A = b? — 4ac. Pentru

2q 4a
—3m__ 3m . Cum z din egalitatea sm_ 3 rezults
= — = _— - 7
2. (—1) 2 v e 2 2
m = 1. O

(a,b,c € R,a # 0) are coordonatele x, = —

functia din enunt, z, =

Varful parabolei are coordonatele

b1 A 1-4.2.3 923 -
N Y 23
VT T T T T 1.2 8
Ty =151y, =2. O
1 1
Ty=——=2=>m=——. O
m 2

Fie f : R = R, f(x) = az® + bx + ¢ (a,b,c € R,a # 0) o functie de gradul al II-lea.
b+ VA

In cazul A = 0% — 4ac > 0, ecuatia az® + bx + ¢ = 0 are solutiile T12 = 5
a

Presupunind z1 < x2, semnul functiei f este dat de urmatorul tabel:

T ‘ —00 T To +00

f(z ‘ semnul luia 0 semn contrar luia 0  semnul lui a

3
Pentru f(z) =222 —2—-3,a=2>0, A =25 11 = —1sizy = 7 Deci f(z) < 0 pentru

3
T € [—1,2}, iar numerele intregi din acest interval sunt: —1,0, 1. (|
(r—2?2-22+8=0c2>-dz+4-2°+8=0c4r =12 2=3. O
(Brx+2)2 =43z +2=22
4

3x+2:2::c1:O,iar3x+2:—2:>a:2:—§. O

3<0<:)x—3<0<:)x<3<:)x€(—oo,3). O
x_
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Fie Gy si G4 graficele functiilor f, respectiv g. Notam cu P(a,b), a,b € R, punctul de
intersectie a celor doua grafice. P(a,b) € Gy < f(a) = bsi P(a,b) € Gy & g(a) = .
Deci f(a) = g(a), adicA a —3 =5 —a. Rezultda a =4 si b= f(4) = 1. O

Fie P(a,b), a,b € R, punctul de intersectie a celor doua grafice. Din f(a) = g(a) rezulta
2a — 1 = a® — 2a + 3, ecuatie echivalenti cu a? — 4a + 4 = 0. Solutia acestei ecuatii este
a=2,iar b= f(2) =3. O

Fie P(a,b), a,b € R, punctul de intersectie a celor doua grafice. Din f(a) = g(a) rezulta
20—1=a+3,deundea=4sib= f(4) =T1. O

Inlocuind y = 5 — # in zy = 6, obtinem ecuatia =2 — 5z + 6 = 0, cu solutiile z; = 2 si
2o = 3. Pentru z1; = 2 rezulta y; = 5 — 2 = 3, iar pentru xs = 3 rezulta yo = 2. Sistemul

are doua solutii: (2,3) si (3,2). O
Punctul A(0,1) apartine graficului functiei f numai daca f(0) = 1. Rezultd m — 3 =1,
deci m = 4. g
Conditiile f(2) = 3 si f(—1) = 0 conduc la rezolvarea sistemului { 2_aa%——’—bb:_—_11 .
Rezulta a =0si b= —1. O

Functia ceruta este de forma f : R — R, f(x) = az? + bx + ¢, unde a,b,c € R, a # 0.
Se impun conditiile: f(0) =0, f(2) =2, f(—1) = 2. Din f(0) = 0 rezulta ¢ = 0, iar din

2 =1
celelalte doua egalitati rezulta sistemul aa_—I_bb_ 5 oCU solutia a = 1,b = —1. Deci
f(z) =2% 2. O
Discriminantul ecuatiei este A = (m + 1)2 — 4m = m? — 2m + 1. Cele doua solutii ale
ecuatiei sunt egale atunci cand A = 0, adici m? — 2m + 1 =0, de unde m = 1. O
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10 Algebra — clasa a X-a. Solutii

1.2224+1>1>0,Vz€R, deciz € R,jar V222 + 1 =1 222 +1=1<2=0. O
2. Este necesar ca x +2 > 0, deci x € [-2, +00). Pentru x € [-2, +00), ecuatia & + 2 =
x+2 este echivalentd cu x+2 = (x+2)%, sau (z+2)?—(2+2) = 0, adici (z+2)(z+1) = 0.
Rezultd 1 = —2 si 9 = —1, care apartin intervalului [—2, 4+00). Il

3. Dinx—1>0siz—3>0rezulta x € [3,400). Pentru z € [3,+00), avem: vz — 1 =
r-3ezr-1=@-32cr—-1=22-6r+9« 22— 7r+ 10 = 0. Aceasta ecuatie
are o singura solutie in intervalul [3, +00), anume x = 5. O

4. 2-V2—zx=2e2—-x=+2—2. Pentru 2 — 2z > 0, ambii membri ai acestei ecuatii
sunt pozitivi, deci pentru x € (—00,2] avem: 2 —z =2 -1 2-2)?=2-1 &
2-2)?2—-(2—-2)=0«< (2—2)(1 —z) =0, cu solutiile 21 = 1,22 = 2, care apartin
intervalului (—oo, 2]. O

5. Va2 —1=2&22-1=8<22=9. Deci 21 =3 5i 290 = —3. O
6. 3% =963 1=3a3r-1=26czs=1 O
7.3 =302 r=r+6odr=—dr=—1 O
8.5 ?=265?=or-2=2&r=4 O
9. 5% =255 = e=26cc=1 O
10. 3% =9 &3* =3P o 2r=2cz=1 O

1

11. 23_‘”:Z<:>23_$:2_2<:>3—x:—2<:>x:5. O
12. 7+ 7% =302 « 7"+ 7% . 7=392 & 7T5(14+7) =392 7° -8 =392 & 7% = 49 &
T=T&Sr=2 O

13. 3+ 3"t =36 < 3 +3.3=36<3*(1+3) =36 3" =9 < x =2. O
14.2-3" 113" lolasr?-1=0s22=1szc{-1,1}. O

1

15. 31-7" = T o3l =33 a1-12= 3arl=d4sse{-22} O
16. Fie Gy graficul functiei f : R = R, f(z) =21 — 1. Avem f(z) =0 2*T —1=0¢&
27Tl =1& 2+1=0% 2z =—1. Deci G intersecteazi axa Ox in punctul (—1,0). Din
f(0) =2 — 1 =1 rezultd ci G intersecteazi axa Oy in punctul (0, 1). O

17. g(1) =2 —1 =135 f(g(1)) = f(1) = logy 2 = 1. O
18. logg 3 + logg 12 = logg(3 - 12) = log 36 = 2. O
19. log; (34 v/2) +log; (3 — v2) =1log; [(3+v2) (3 — v2)] =log; (32 — 2) = 1. O
20. log, (3 + \/5) + logs (3 — \/5) = log, [(3 + \/5) (3 — \/5)] =log, (3% —5) = 2. OJ

1

21. log2§ + V27 =1logy 273+ 3= —-3logy 2 +3=—-3+3=0. O
22. log3 6 = logs(3-2) =logg3+logz2 =1+ a. O
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23.
24.
25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

logo(2x+1) =logybe2x+1=5&x=2. O

logy (% 4 8) =log;(6z) < 2? + 8 =61 < 2? — 6z +8 =0z € {2,4}. O
log3(:v2+1):log31<:}x2+1:1<:)x20. O
Conditiile z +1 > 0 si « +3 > 0 conduc la x € (—1,+00). Pentru z € (—1, +00), avem:

x+1:2_1®:p—|—1_1

1
logy(x 4+ 1) —logy(z + 3) = —1 < log, <i+> =-l&e

+3 x+3 r+3 2
2r+2=x+3<z=1iarle (-1,+00). O
T +2
Pentru z € (4,400), avem: logs(x + 2) — logs(z —4) = 1 < log, 1) = 1l &
J:‘_
2
x+4:3<:>x+2:3x—12<:)a::7€(4,+oo). O
x_

3
Pentru = € (0,4+00), ecuatia logy(xz + 3) — logy z = 2 devine log, <H> = 2, sau
x

r+3

=22, cu solutia x = 1 € (0, +00). O
x
o _4-3 A2 : 2 _ A2
C4:ﬁ:6§1 £=05-4=20,deci 5C; — A =5-6 — 20 = 10. O
C3=6; A} =4. Deci2C? —3A;=2-6-3-4=0. O
5-4 P 120
P;=1-2-3-4-5=120; C? = — =10; AZ = 6-5 = 30. Deci = =3.
5 ST T b CZr Az T 10430
OJ
p_6-5 2 2 2
Cﬁzﬁ:h’);A =4-3=12;C§ —A;=15—-12=3. O
-1 —1
PentrunEN,nZQ,C?L:W,iarA%:n.Deci,C%:élA,ll(:)n(z):4n<:>
n—1=8&n=29. O

Sunt 3 posibilitati pentru cifra sutelor (aceasta nu poate fi 0), 3 posibilitati pentru cifra
zecilor si 2 posibilitati pentru cifra unitatilor. Rezulta ca se pot forma 3-3-2 = 18
numere naturale de 3 cifre distincte, cu elementele multimii M = {0, 1, 2, 3}. O

Cu elementele multimii {1,2,3,4} se pot forma 4 -3 -2 = 24 numere de 3 cifre distincte.

O

O multime cu n elemente are C* submultimi de k elemente. Fie n numirul elementelor
n(n—1

multimii. Din C2 = 10 rezulta <2) = 10, sau n? —n — 20 = 0, cu solutia pozitiva

n = 5. g

O multime cu n elemente are A¥ submultimi ordonate cu k elemente. Pentru n = 7 si
k = 2 obtinem A2 = 7-6 = 42 submultimi. O

Numerele divizibile cu 7 din multimea {1,2,3,...,30} sunt: 7,14,21,28, deci sunt 4
cazuri favorabile, iar numarul cazurilor posibile este 30. Deci, probabilitatea ceruta este

4 2
30 15
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.
47.

48.

49.
50.

ol.

92.

Numerele divizibile cu 4 din multimea {10,11,12,...,99} sunt de forma 4k, unde

10 < 4k <99 i k € N. Rezulta 3 < k < 24, adica sunt 22 de cazuri favorabile. Cazuri
22 11

posibile sunt 90, deci P = 0= O
Inegalitatea 2" > n? este adevirata pentru n € {1,2,4} si falsa pentru n = 3. Sunt 3
cazuri favorabile si 4 cazuri posibile, deci P = 1 O
Sunt %0 de rllumere naturale de doua cifre. Dintre acestea, 9 sunt divizibile cu 10. Deci,

=% = 10" O
Sunt 110 nurznere naturale de o cifra, dintre care 4 sunt mai mici sau egale cu 3. Rezulta

1075 -
Din cele 10 numere naturale de o cifrd, 3 sunt divizori ai lui 10. Asadar, P= —. 0O

10

4
Daca x este valoarea veniturilor anuale, atunci 100 x = 100000, sau ;—5 = 100000, de

unde x = 2500000 de lei. O
Notam cu x pretul obiectului inainte de scumpire. Dupa scumpirea cu 30%, pretul
13
devine z + Ll -x = 325. Rezulta — -z = 325, de unde = = 250 de lei. U
100 10
100 lei 410 lei = 110 lei. O
100 lei + 20 lei = 120 lei. O
. 10
In urma ieftinirii cu 10%, pretul obiectului a scazut cu 100 1000 = 100 lei. Pretul dupa
ieftinire va fi 1000 lei — 100 lei = 900 lei. OJ
100 lei — 30 lei = 70 lei. O

Dobénda obtinuta dupi un an este D = 1008 lei — 900 lei = 108 lei. Din 900 - % = 108

rezulta p = 12.

5
Fie x pretul produsului inainte de scumpire. Atunci 100 x =12, deci x = 240 lei. [

2
Din a = % - b rezulta b = 4a si din a + b = 150 obtinem 5a = 150. Deci a = 30 si
b =120. O
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11 Geometrie si trigonometrie. Solutii
1. Din teorema lui PITAGORA obtinem AC? = BC? — AB? = 10? — 62 = 64, deci AC = 8.
S o AB-AC 6-8
Aria triunghiului ABC este Sapc = 5 =5 = 24. Il
2. Avem: ) )
m(<ABD) = 3 m(<ABC) = 3 120° = 60°;
De asemenea,
1 1
m(<ADB) = 3 m(<ADC) = 5 -m(<<ABC) = 60°.
Pentru ca are doud unghiuri de 60°, triunghiul ABD este echilateral. Deci BD = 4. [J
3. BC =VAB? + AC? = \/9+16=5.A )
B-AC 3-4 12
Lungi inaltimii din A este hy = = = —. O
ungimea inaltimii din A este hz B0 7 z
V&) V3
4. Aria unui triunghi echilateral de latura [ este S = f Din egalitatea 21[ =43
rezulta [ = 4. O
5. Distanta dintre punctele M (z1,y1) si N(z2,y2) este MN = \/(z2 — 21)2 + (y2 — y1)2.
Rezulta
AB=+/(3-22+(5-5)2=1. O
6. Folosind formula distantei dintre doud puncte, obtinem:
Yy, =y, =6=>AB=|z, —x,|=2-5|=3;
r,=x,=5=AC =y, —y,| =2 —6| =4
BC =+/(5—-2)2+(2-6)2=5.
Deoarece AB? + AC? = 9 4+ 16 = 25 = BC?, din reciproca teoremei lui PITAGORA
rezulta ca triunghiul ABC' este dreptunghic in A. O
7. AB= BC =3. O
z y 1
8. Ecuatia dreptei AB, unde A(z1,y1) si B(x2,y2),A# B, este | 1 y1 1 | =0. Pentru
r2 Y2 1
z y 1
A(1,3) si B(—1,1) obtinem | 1 3 1 | =0, echivalentad cu x —y +2 = 0. O
-1 1 1
z y 1
9. Ecuatia dreptei ABeste | 2 3 1 | =0, echivalentacuz —y+1=0. O
-1 0 1
10. Mediatoarea segmentului [AB] este dreapta d care trece prin mijlocul M(zx,,,y,,) al

segmentului [AB] si este perpendiculara pe AB. Coordonatele punctului M sunt:

_xA+xB:1+5:

T T 5 3
w 2 2 '
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

— 0—4
Y —Ya _ = —1. Notam cu m, panta dreptei
Ty, — T, 5—1
d. Din d 1. AB rezulta m,, - m, = —1, deci m, = 1. Ecuatia dreptei d va iy —y,, =

Panta dreptei AB este m,, =

m, (z —z,,), adica y =x — 1. O
Avem:
Tp+x, 1+ x,
T, = 2 = =T, =95;
Yp T Yg 3+,
Yn =" = 3= 5 =Yy = 3. O

AB=/(1-12+(3-1)2=2.

AB=/B—-12+(1-1)2=2.

2+2 1+3
Fie M (z,,,y,,) mijlocul segmentului [PR]. Avem z,, = % =2siy, = % =2.
AB=,/(2-2)2+(1-4)2=3.

543 1+5
Mijlocul M al segmentului [AB] are coordonatele z,, = % =4siy,, = % = 3.
Lungimea medianei [OM] este OM = /4% 4+ 32 = 5. O

4 -1

0(0,0) este mijlocul segmentului (AB), deci 0 = % si0 = %. Rezulta
r,=—-4siy, =1 0

2+6 —2+48
Mijlocul M al segmentului (AB) are coordonatele z,, = % =4, y,, = 2+ =3.
Distanta de la O la M este OM = /42 4+ 32 = 5. O
Ty =4, y; =6. 0
Fie C(z,,y, ) simetricul punctului A fata de B. Deoarece B este mijlocul segmentului

1 2

[AC], rezulta 3 = + Te si0= Yo Obtinem z, =5 si y, = —2. O

Coordonatele punctului de intersectie a celor doua drepte sunt date de solutia sistemului

20 —y—6=0 : . s s - .
{ Ty . Din a doua ecuatie a sisistemului obtinem = = 2y — 6 si, inlocuind

—x+2y—6=0
in prima ecuatie, rezulta 2(2y — 6) —y — 6 = 0. De aici, y =6, iar c =2-6 — 6 = 6.
Distanta de la punctul A(2,3) la punctul (6,6) este /(6 —2)2 + (6 — 3)2 = 5. O
Avem AB? = 16 + (m + 2)? si din egalitatea 16 + (m + 2)? = 25 obtinem (m +2)? =9
Deci, m+ 2 = £3 si m € {5, 1}. O
2 3 1
Punctele A, B, C' sunt coliniare daca | 4 5 1| =0.
m+1 m? 1
Obtinem ecuatia m? —m — 2 = 0, cu solutiile m; = —1 si my = 2. O
" . . —6+2 .
Coordonatele mijlocului M al segmentului (AB) sunt z,, = 5 = 28y, =
3495
SOy O
2
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25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.
32.

33.

a) Punctul A; are coordonatele (0, 3), iar Ay are coordonatele (1,4). Ecuatia dreptei
A A5 este

=0&zrz-y+3=0.

=S
W
— =

b) Coordonatele punctelor A,, verifica ecuatia dreptei A;As, pentru orice numar n € N*.
Intr-adevir, (n — 1) — (n +2) + 3 = 0,¥n € N*. Deci A,,, Ap, A, € A; As.

c) My = {n € N*/A,; Ao011 < 2}. Punctul Agp1; are coordonatele (2010,2013), deci
ApAsor = /(2010 — n + 1)2 4 (2013 —n — 2)2 = 1/2(2011 —n)2 = /2 - |2011 — n].
Conditia A, Asg11 < 2 devine v/2 - 2011 — n| < 2, sau [2011 — n| < v/2. Tinand seams
ca 1 < /2 < 2 si c& numarul [2011 — n| este natural, avem urmitoarele posibilitati:

e |2011 — n| =0, de unde n = 2011;
o 2011 —n| =14 2011 —n = +1 < n € {2010, 2012}

Rezultd Moo, = {2010,2011,2012}. O

a) Avem Ag(1,1) si A1(2,3), deci ecuatia dreptei AgA; este

z y 1
1 1 1l=0&2z—y—-—1=0.
2 31

2 3 1 1 11
b) [ 22 32 1]|=2-3-12 3 1| =6-2=12# 0. Rezulta ci punctele A, A3, A3 nu
23 3% 1 4 9 1

sunt coliniare.
1 2" 3" 1

c) Aria triunghiului A, A, 41 4n42 este S = —+|Al, unde A = | 2" 371 1 | Pentru
2 2n+2 3n+2 1

calcularea determinantului A vom da factor comun 2" pe prima coloana si 3" pe a doua

111

coloana. Obtinem A =2"-3".12 3 1/ =6"-2. Rezulta § = 6", iar din egalitatea
4 9 1

6™ = 216 obtinem n = 3.

£8260° + tg245° = (v/3)” +12 = 4. 0
3 2 3 2 5

\/§COS3OO+\/§SiH45O:\/§~\2f+\/§-\2[:2+2=2. O

Tinand seama ca sin 170° = sin(180° — 170°) = sin 10°, obtinem

1
sin 10° + sin 30° — sin 170° = sin 10° + sin 30° — sin 10° = sin 30° = 7 O
cos 45° + cos 135° = cos 45° — cos(180° — 135°) = cos45° — cos45° = 0. O
cos 30° + cos 150° = cos 30° — cos(180° — 150°) = cos 30° — cos 30° = 0. 0
cos40° + cos 140° = cos 40° — cos(180° — 140°) = cos 40° — cos40° = 0. O
cos 130° + cos 50° = — cos(180° — 130°) + cos 50° = — cos 50° + cos 50° = 0. O
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

2
1\? (V2 1 2 3
i2 9no 24 o_ | = = = - = —, Il
sin® 30° + cos“ 45 <2> + 2 > 4+4 1
1 8
2r—1—sin2z=1->=—.
cos® sin® x 9= 9
2v/2
Pentru z € (O, E) , cosx > 0. Deci, cosx = §: —\[ O
2 9 3
5)° 25 144
cos?B=1-sin?B=1- (13) =1- 169 — 169" Deoarece unghiul B este ascutit,
/144 12
B > 0. Rezulta B=4/—=—. OJ
cos ezulta cos 169 — 13
1 3
A = arcsin <2> = 30°. Deci, cos A = cos30° = \2[ O
sinx + 4cosx sinz COS T . o
—_— =5& +4- =b&tgr+4=5<tgr=1. Deci z =45°. [J
cos T cos T coS &

Vom folosi teorema sinusurilor:

MN _ MP _ PN _ .
sinP  sinN sinM 7

unde R este raza cercului circumscris triunghiului M N P. Din primele doua rapoarte
rezulta:

sin P 4 5
MN=MP - =6----=8. O
sin N 0 5 3 8
MN - -NP-sinN .

Aria triunghiului M NP este § = 5 "I i urma inlocuirilor rezultd sin N =
1
- O
2
Conform teoremei cosinusului, avem:

BC? = AB>+ AC? —2- AB - AC - cos A.
1
Rezultd BC?2=36+25—-2-6-5- 3= 31. Deci BC = +/31. O

Din teorema cosinusului rezulta

AB? 4+ AC? — BC? 52462 —72 12 1
cos A = = = ——— 0
2-AB- AC 2.5-6 125 5

Din teorema cosinusului rezulta

MN?24+ MP?2—-NP?2 16+25—-36 1
cos M = = S ]
2.-MN-MP 2.4-5 8

Fie R raza cercului circumscris triunghiului ABC. Din teorema sinusurilor rezulta

BC BC 9 9 9 2
sin A =R 2sin A 2sin120°  2sin60° 2 /3 33
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1
45. Avem cos M = cos 120° = — cos 60° = —5 Latura N P se poate calcula folosind teorema

cosinusului:

1
NP2:MN2+MP2—2~MN-MP-COSM:22—1—32—2-2-3-(—2>:19.

Deci NP = /19, iar perimetrul triunghiului M NP este

P=MN+MP+ NP =5++19. O

46. Din teorema sinusurilor rezulta

AB AB
=2R=R= 0

= = . I:l
sin C' 2sinC 2sin 30° 6

47. Daci i este versorul axei Oz, iar j este versorul axei Oy, atunci:
OM 4+ ON = (2i —j)+ (=i +3j) =i+ 2.

Deci, coordonatele vectorului OM + ON sunt (1,2). O

a
= —. Rezulta ecuatia
a+3 2 ’

a? 4+ 3a — 4 = 0, cu solutia pozitiva a = 1. O

48. Conditia de coliniaritate a vectorilor 7y si U2 este

49. w =201 — vy = 2(2i —j) — (i+3j) = 41— 2j —i—3j = 3i —5j. Coordonatele vectorului
w sunt (3, —5). O

50. Avem OA = 2i si OB =i — j. Rezulta OC = 20A+ OB =2-2i+ (i —j) = 5i — j.
Coordonatele punctului C' sunt (5, —1). O
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12 Matrice si determinanti. Sisteme liniare. Solutii

1. a) detA:‘Zl1 2‘:4‘2—8-1:0.

_ 1 2 3 x\ (4 8 4 2+x\ (4 8 .
b)B+C—A<:><_1 _2>+<2 4>—<1 2><:><1 9 >—<1 2>.Obt1nem
2+ x =28, deci x = 6.

c) Elementele matricei B - B sunt:

x1=1-142-(-1)=-1; ri2=1-242-(-2)=-2;
w21 =(=1)-14+(=2) - (=1)=1; zn=(-1)-2+(-2) (-2)=2.

Deci B+ B = <_11 _22> =— <_11 _22> = —B, de unde rezulta B- B+ B = 0. [

—35 —12‘:3'(_2)_1'(—5)2—6+5:—

b) Efectuand inmultirile se constatd ca A- B =B - A = I».
Rezulta 2A-B—B-A:2IQ—IQZIQ.

2. a) det A =

c) Avem:
4 1 3x T 4 — 3x 1—x 1 0
AiA_xA(—E) —1)_<—5a: —2x)(—5+5x —1+2x><0 1>'
Rezulta z = 1. O
1 2
3. a)detA:‘2 4‘:1-4—2-2:4—4:0.

b) Elementele matricei A - A sunt:

r1=1-1+2-2=5; r1o=1-2+2-4=10;
o1 =2-14+4-2=10; x990=2-2+4-4=20.
5 10

. - 2
Deci A- A= (10 20) 5- 4 =5A.

(5
(5 )= 9 D (% D

4. a) Folosind regula triunghiului pentru calcularea determinantului de ordinul 3, obtinem:

111
detA=1]1 2 3/=1-2-94+1-4-141-3-1-1-2-1-3-4-1-1-1-9=2.
1 49
111 m 0 0 1+m 1 1
b)A+milz=|1 2 3|+[0 m 0]= 1 2+m 3
1 49 0 0 m 1 4 9+m
Din egalitatea
14+m 1 1 0 11
1 2+ m 3 =(1 1 3
1 4 9+m 1 4 8
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obtinem m = —1.

c)
0 1 11 x 0 z+y+z=0
AX=[1]le |1 2 3]-|lyl=[|1]e z2+2y+32=1
3 1 49 z 3 r+4y+92=3

Necunoscuta = se reduce daca scadem, membru cu membru, din a II-a ecuatie prima

ecuatie, iar din a III-a ecuatie scadem a II-a ecuatie. Se obtine sistemul { z 1 gz i 1 )

cu solutia y = 1, z = 0. Inlocuind y = 1 si z = 0 in ecuatia = +y + z = 0 rezultd 2 = —1.
-1

Deci X={1 |. O
0
-3 1

. a) detA—‘ 9 _2‘ =-3-(-2)—-1-2=
b) Avem:

) (2 -2\ (1 =3\ (1 1
RezultaB'A—A-B—<_3 1> (_2 2)-(_1 _1>.
3

(-3 1 0 z\ ([ — 1+z 9
c)DeoareceA+a:B—<2 —2>+<x 0>—<2+$ 9 ),rezulta

det(A+xB):0<:>‘2:_3x =02’ +3x-4=0sz¢c{-4,1}. O

-2

. a) Se constata ca M(a) + M(—a) = <2(;Z 20a> + <_§a ga) = (8 8) = M(0),

pentru orice numar real a. Egalitatea ceruta se obtine pentru a = 3

b) det (M(a)) = 0 20“ QOG

c) Din M(-2)+ M(2) = M(1) + M(—1) = M(0), rezulta

=0<4a®2=0<a=0.

M(—2)+M(—1)+M(O)+M(1)+M(2):3M(O):(8 8) 0
1 -1
.a)detA—‘O 1’_1~1—(—1)-0_1.
1 -1 0 -1 10
b)Pentrua:-O,A—B-(O 1>—<0 O>_<O 1>_12,
B 14+2 -2 9 _
c)det(A—l—B)—O<:>‘ 0 14a =0 (1l4+z)'=0cz=-1 O

35



8.

10.

a)detA—‘ (1)‘—1 0—1-1=-1.

1
1
b) A- A= < > < >:<? i).Rezulté:
vacaeao ()60 D=1 1)

(1 o)

Ultima egalitate are loc numai daca { ? : i i (1) , de unde z = 1.
m m 11 m+1 m+1 .
c)M—FA-(m 1>+<1 O>_<m+1 1 >.P1r1nu1rmalre7
_ m+1 m+1] _ 2 _
det(M—i—A)fO(:)m_i_l 1 ‘0<:>(m+1) (m+1)°=0.
Ultima ecuatie este echivalenta cu m(m + 1) = 0, de unde m; = 0, mg = —1. Deci
. 0 0) . -1 -1
matricele cerute sunt M; = <0 1) si My = (1 1 ) . O
.a) det A= ‘3 22’ =2-2—(-2)-0=4.

2 =2 b 1 20 26 2—2b 20 .
b)A-B—2I2<:><O 2>-<0 b>_<0 2>@<0 o >—<0 2>.Dec1b

R . 2b=2 B
trebuie sa verifice ecuatiile { 9_9h—0 " de unde b = 1.
c)det(A+B)—O<:>‘2+b 2;1b‘:0<:>(2+b)2:0(:>b:—2. O
-1 2 1
a) Avem A(1)=|2 —1 1|. Prin adunarea elementelor primei coloane la elementele
1 1 2
-1 11
coloanei a doua obtinem A(1) = |2 1 1| =0, deoarece coloanele a IlI-a si a III-a
1 2 2
sunt identice.
-1 2 =z
b) A(z)=]2 -1 z|=2+222+222+ 22+ 22 -8=622—-6=06(2%—1).
r x 2
1
c) Pentru cit A(0) = —6 # 0, matricea A(0) este inversabili, iar (A(0))~! = INOR A*,

unde A* este adjuncta matricei A(0). Elementul A;;,unde 4,j € {1,2,3}, al matricei
A* este complementul algebric al elementului corespunzator din matricea transpusa
matricei A(0). Transpusa matricei A(0) este

-1 2 0
A= 2 -1 0
0 0 2
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Avem:

-1 0 2 0 2 -1
An=1|, o/=-2% Ai=- 2’——4, Az = 0’—0,
20 -1 0 -1 2
Am——'o 2‘——4, A22—’0 2‘——2, A23——‘0 0'—0,
2 0 -1 0 -1 2
Az = 1 0—07 Azg = — 9 O‘_O’ Azz = 9 _1‘——3
12 9
-2 -4 0 1 -2 -4 0 3 3
Deci A*=|-4 -2 0 ,iar(A(O))—lz—é- -4 -2 0 |=|2 Lol . O
0 0 -3 0 0 -3 0 0 %
10 0
.a)detH(z) =0 1 Inz|=1-1-1=1.
0 1
10 0 1 0 0 10 0
b) Avem H(z)-H(a) = [0 1 Inz|-{0 1 Ina| = |0 1 Ina+Inz |, deci
00 1 0 0 1 0 0 1
H(z)-H(a)=H(z),Y*>0< Ina+nz=hz,Vr>0& lna=0<a=1.
c) Avem:
H(1)+H(2)+ ...+ H(2012) =
1 0 0 10 0 10 0
=10 1 In1|]+({0 1 In2]+4+...4(10 1 In2012| =
00 1 00 1 0 0 1
2012 O 0
= o 2012 m(2012)
0 0 2012
Determinantul ultimei matrice este egal cu 20123, U
1 1 -2
. a) Matricea asociata sistemului este A= [ 1 —1 1 |. Determinantul acestei matrice
1 1 a
1 1 =2
este detA=|1 -1 1|=—-a—-24+1-2—-1—-a=—-2a—4.
1 1 a

b) Matricea A este inversabila numai daca det A # 0, adicd —2a — 4 # 0. Obtinem
a# —2,deci a € R\ {-2}.

r+y—22=0
c) Pentru a = 0 sistemul devine § z —y+ 2z =1 si are solutie unica. Prin scaderea,
T+y=2

membru cu membru, a primei ecuatii din a III-a obtinem 2z = 2, deci z = 1. Pentru
z =1, a doua ecuatie devine x —y = 0. tinand seama ca z +y = 2, rezulta xr = 1,y = 1.

Solutia sistemului este: z =1,y =1,z = 1. O
m =2 1

. a) Matricea sistemului este A = | 2 —m —3|. Suma elementelor de pe diagonala
1 -1 2

principald a matricei A este m —m +2 = 2.
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14.

m -2 1
b)detA=|2 -m -3|=-2m>-24+6+m—3m+8=-2m?—2m+12.
1 -1 2
det A=0e —2m>—2m+12=0=m?>+m—-6=0<me {-3,2}.

Deci det A # 0 < z € R~ {-3,2}.

r—2y+z=1
c) Pentru m = 1 sistemul devine { 2x —y — 3z =3 , iar matricea sistemului este
r—y+2z=4
1 -2 1
A=[2 -1 —3]. Pentrucid=detA=—-2-12—-2.1+12 =8 # 0, sistemul este
1 -1 2

de tip CRAMER si are solutie unica. Pentru rezolvarea sistemului vom folosi formulele

lui CRAMER:
dy do ds
x1=g,y1=3,2123,
unde d = det A = 8, iar d;, i € {1,2, 3}, este determinantul matricei care se obtine din
matricea A, prin inlocuirea coloanei i cu coloana termenilor liberi ai sistemului. Avem:

1 -2 1 1 1 1 1 -2 1
di=13 =1 =3|; de=1|2 3 =3|; d3=12 -1 3.
4 -1 2 1 4 2 1 -1 4

Folosind regula triunghiului pentru calcularea determinantilor de ordinul trei, obtinem:
dy=-2-3+24+4-3+12=32;

dy=6+8—3—-3+12—4=16;
d3=—-4—-2—-6+1+3+16=S8.

Rezulta 1 =4,y1 = 2,21 =1, iar y%:4:x1-21. O
1 1 1
a) Matricea sistemului este A= |2 a 3 ]. Determinantul acestei matrice este
4 a®> 9
1 1 1
det A=|2 a 3|=9a+2d°+12—4a—3a®—18 = —a® + 5a — 6.
4 a* 9

b) Matricea A este inversabila daci si numai daca det A # 0, adicd —a? + 5a — 6 # 0.
Ecuatia —a? + 5a — 6 = 0 are solutiile a1 = 2 si az = 3. Rezultd A inversabild pentru
a € R~ {2,3}.
r+y+z=1
c) Pentru a = 1 sistemul devine { 2z +y + 3z =1 . Prin scaderea primei ecuatii din a
dr+y+92=1
z+22=0
20 4+62=0 "
Rezulta z = 0, z = 0, iar din ecuatia z + y + z = 1 rezulta y = 1. Solutia sistemului este
r=0,y=1,2=0. O

doua, respectiv prin scaderea celei de a doua ecuatii din a treia, obtinem {
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15.

16.

17.

18.

a) Avem:

o 00
Rezulti A2 — 34 =0y = <0 0) .

b) Folosind proprietiti ale operatiilor cu matrice si relatia A2 = 34, deducem:
X(a)- X(b) = (I + aA)(Is + bA) = I3 + bIs A + a Al + abA? =
=1y +aA+bA+3abA =1+ (a+b+3ab)A = X(a+ b+ 3ab).
_ (10 1 -1y (1+a —a . .
c) X(a) = Ir+aA = (0 1) +a <_2 5 ) = (—2@ 14 2a> . Determinantul acestei
1
matrice este det (X (a)) = (14+a)(1+2a)—2a?> =1+3a. Cum 1+3a =0 & a = —3 ¢ Z,

rezultd 1 4+ 3a # 0,Vx € Z. Prin urmare, X (a) este matrice inversabila pentru orice

numar intreg a. O
m —1 1

a)detA=|1 m —1=m?>-24+1-m—2m+1=m?—3m.
1 -2 1

b) Tripletul (—1,2,5) este solutie a sistemului daca sunt verificate egalitatile:

m-(-1)—24+5=0
—14+m-2—-5=0 < m = 3.
-1-2-24+5=0

c) Sistemul admite solutia (0,0,0) pentru orice numar real m. Aceasta solutie este
unica solutie a sistemului numai daca det A # 0 < m? —3m # 0 m(m —3) #0 &

m € R~ {0,3}. O
1 1 1
a) D(-1,1)=|1 -1 1 |=-2404+1+1-0-2=-2.
1 0 2
1 1 1
b) D(z,2010)=| 1 = 2010 | =2011z+ (x+1)+2010 — 2 —2010(x + 1) — 2011 =
1 z+1 2011
x — 2010. Ecuatia « — 2010 = 1 are solutia x = 2011 € Z.
1 1 1
¢)D(z,y)=|1 = y |=zy+)+(@+l)+y—z—(z+)y—(y+1)=z—y.

1 z+1 y+1
Inlocuind y cu —y in egalitatea D(z,y) = = — y, obtinem D(z, —y) =z — (—=y) = x +¥.
Din aceeasi egalitate, inlocuind z cu 22 si y cu y2, obtinem D(22,y?) = 22 — y2. Rezulta
D(z,y) - D(z,—y) = (z —y)(z +y) = 2* —y*> = D(2*,y*), Yo,y € Z. O
1 2
a) detA:‘O 1’ —1-1-2-0=1.
b) Avem:

R O RO e O R o P )
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19.

20.

Rezulta

- 1A\ (204 1 0\ (00
A 2A+12_<0 1) <0 2>+(0 1>_<0 0>‘

c) Fie X € My(R), X = <CCL Z), cu proprietatea X2 = A. Avem:
y2_ (@ b\ (a b\ _ a’>+bc ab+bd
~\e d ¢ d)  \ac+cd be+d*)’

a?+bc ab+bd\ (1 2
ac+cd be+d*)  \0 1
este echivalenta cu urmatoarele patru conditii:

{a2+bc:1 1) {ab+bd:2 (3)
be+d?>=1 (2) ac+cd=0 (4)

Din (3) rezulta b(a + d) = 2, deci a +d # 0. Din (4) rezulta c¢(a + d) = 0. De aici
deducem ¢ = 0, deoarece a+d # 0. Inlocuind ¢ = 0 in (1) si (2) rezults a® = 1 si d? = 1,
deci a2 —d? = (a—d)(a+d) = 0. Cum a + d # 0, avem a = d. Inlocuind d cu a in (3),
obtinem ab = 1. Din a? = 1 gésim a = +1.

Pentrua=1,rezulta b=1,c=0,d = 1.

Pentru a = —1, rezulta b= -1, c =0, d = —1.

Prin urmare,

Egalitatea

100
a)detA=0 1 0|=14+04+0-0—-0—-0=1.
1 01
b) Deoarece det A = 1 # 0, rezulta A matrice inversabila. Efectuand inmultirile,
obtinem A - A7t = A7!. A = I3. Deci A~ este inversa matricei A.
111
c) Notam C = [2 2 2|. Ecuatia A- X = C este echivalentd cu X = A~!.C.
3 3 3
Obtinem
1 00 1 11 1 11
X=10 10|12 2 2]=12 2 2]. O
-1 0 1 3 3 3 2 2 2
m 1 0
a)detA=|1 1 1|=m?>+0+1-0-m—-m=m?—-2m+1.
1 1 m
y=—1
b) Pentru m = 0, sistemul devine x+y+z=3. Inlocuind y = —1 1n a treia
z4+y=0
ecuatie, rezulta x = 1. Din a doua ecuatie obtinem 1 — 1 + z = 3, deci z = 3. Solutia
sistemului este: x =1,y = —1, z = 3.
rz+y=-1
c) Pentru m = 1 sistemul devine ¢ z+y+ 2z =3 . Din a doua si a treia ecuatie rezulta
z+y+2=0
3 =0, ceea ce este absurd. Sistemul este incompatibil. O
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1 1 11 1 1 2 1 1 1 1 0
2 _ A= . — = — =
21 a) A7 -4 (1 0) (1 0) <1 0> (1 1> <1 0) (0 1) ‘
b) det A = —1 # 0, deci A este matrice inversabild. Din A2 — A = I rezultd A(A—1I) =
I5. De asemenea, (A — I;)A = A2 — A = I5. Prin urmare,

Ale_I?ZG é)‘(é (1)>:<(1) —11)'

c) Prin inmultirea ecuatiei la stanga cu A~!, obtinem

¥ — 0 17 (2010 2010Y _ (2009 2010 0
S\l -1 2009 2010/ \ 1 0o )
1 -1 -1
22. a)detA=|1 3 —1|=64+0+m+3m+2+0=4m+38.
m 0 2

b) Conditia ca matricea A sa fie inversabila este det A # 0, adica 4m + 8 # 0. Rezulta
m € R~ {-2}.

rT—y—z2=-—2
c) Pentru m = —1, sistemul devine { =z +3y —z= -2 . In acest caz, det A = 4 £ 0,

—x+2z=4
deci sistemul are solutie unica. Prin scaderea, membru cu membru, a primelor doua
ecuatii obtinem y = 0. Pentru y = 0, prima ecuatie devine x — 2 = —2. Prin adunarea,

membru cu membru, a acestei ecuatii cu a treia ecuatie a sistemului, rezulta z = 2.
Inlocuind 2 =2 in —x + 2z = 4, gasim z = 0.
Solutia sistemului este z =0, y =0, z = 2. O
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13 Legi de compozitie. Solutii

1. a) 0o (—4)=0-(—4)+4-0+4-(—4)+12=—16+ 12 = 4.
b) (z+4)(y+4) —4d=xy+4dr+4y+16 -4 =ay+4x+4y+12=zoy, Vr,y € R.
)rox=1222+dr+4x+12=12< 22 +8r=0< 2 € {-8,0}. O

2.a)1%x2=2(142-1)—-1-2=4-2=2.
b) Pentru orice numar real x, avem:
rx2=2x+2-1)—z-2=204+2 -2z =2;
2% =22+2x—-1)—-2-2=24+20 -2 =2=0x*2.

)rxr=r&2r+r—-1)—r-r=022r-1)-2 =rs22-32+2=0.
Solutiile acestei ecuatii sunt 1 =1 si 29 = 2. g

3.a) (-1)ol=—1+1+(-1)-1=—1.
b) (z+1)(y+1)—1l=ay+z+y+l—-1=z+y+ay=xoy, Vr,y € R
c) Ecuatia (x + 1) o (z — 3) = 4 este echivalenta cu

(x+1)+(x-3)+(z+1)(z—-3)=4.
Efectuand calculele, obtinem:

2 —2+a22—3r+r-3=4o1’=9s2c {33} 0
4. a) Avem:
2%(—2)=2-2-5= -5
2014 % (—2014) = 2014 — 2014 — 5 = —5.
Deci, 2 % (—2) = 2014 * (—2014) = —5.
b) Legea de compozitie ,*” este asociativa daca:
(rxy)xz=x%*(y*xz2),Vr,y,z € R.

Pentru orice numere reale z,y, z, avem:

(xxy)xz=(z+y—5)*xz=(r+y—5)+z—5=x+y+z— 10;
x(yxz)=zx*x(y+z—-5)=x+(y+2—-5)—-b=x+y+2z—10=(z*xy)*z
Prin urmare, legea , *” este asociativa.
c) Deoarece xxy=ax+y—5=y+ax—5=yx*xz, Va,y € R, legea ,+” este comutativa.
Folosind comutativitatea si asociativitatea acestei legi de compozitie, rezulta:
(=) % (=3) % (=2) %« (—1)*0*1%2x3x4 =
= [(=4) 4] % [(=3) # 3] x [(=2) * 2] % [(=1) * 1] x 0 =

*
= (=5) x (=5) x (=5) * (=5) x 0 = [(=5) * (=5)] * [(=5) * (=5)] x 0 =
= (—15) % (—15) % 0 = —40. 0

5. a) Pentru orice numar real x,

zo3=x-3—-3(x+3)+12=32—-3x—-9+12=3;
3-2=3-2-3B83+2)+12=32—-9—-3x+12=3.
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Prin urmare, xo3 =30z =3, Vax € R.

b) rox = x & z-x—3(x+x)+12 = x. Aceasta ecuatie este echivalenta cu 22 —Tz+12 = 0,
avand radacinile z1 = 3, x2 = 4.

c) Notam a =102sib=4050...02014. Folosind asociativitatea legii ,o” si egalitatile
de la a), rezulta:

lo203040...02014=(102)030(40...02014) =
=ao3ob=(ao03)ob=30b=23. O

.a)2o0(-2)=2-2+4+3=3.

b) Din zo(-3) =2 —3+3==xsi (-3) oz = -3+ x + 3 = z, pentru orice numar real
x, rezulta ca —3 este elementul neutru al legii de compozitie ,o”.

c) 20130 (—2013) =zo0x <2013 -2013+3=z+2+3 < 2z =0. O

.a)b*x(=H)=5—-5—-2=-2.
b)zxy=z+y+2=y+z+2=yx*xzx, Vr,y € R.
c) tindnd seama ca legea ,x” este comutativa si asociativa, rezulta:

(=3)* (=2)* (=) * 0% 1% 243 =[(=3) * 3] x [(=2) ¥ 2] x [(=1) x 1] ¥ 0 =
=(=2)*(—=2) % (=2)x0=[(—2) * (=2)] * [(—2) 0] = (—6) * (—4) = —12. O

.a)zxl=az+1-1=2z VzekR
b) Pentru orice numar real x,

zxr*xr=(rxx)xr=_2r—-1)xx=2r—-1)+z—1=3x—2.

Ecuatia z * x * x = 4 este echivalenta cu 3z — 2 = 4. Rezulta v = 2.

-1
c) Pentru orice numir natural n > 2, avem C! = n si C2 = n(nQ) Egalitatea
Cl % C2? = 14 devine
-1
n+”("2)—1:14<:>n2+n—3o:0.
Singura solutie convenabila este n = 5. O

. a) Demonstram egalitatea (x xy) *xz = x x (y * 2), Vx,y,z € R. Intr-adevir,

(xxy)xz2=(vy+xz+y)*x2z2=(ry+zxz+y)z+(zy+r+y)+2=
=r+yt+z+ary+yz+zrz+ Yz,
rx(yxz)=wx(y+ztyz)=x(y+z+yz)ta+(y+z+yz)=
=z+y+tztaytyztaztaoyz=(rxy)*xz, Vry,z€R.

b) e € R este elementul neutru al legii de compozitie ,*” daca = % e = e x x = x, pentru
orice numar real z. Obtinem

rze+xrx+e=ex+e+x=2x VrelR.
Prima egalitate este evidenta, iar a doua egalitate este echivalenta cu

e(r+1)=0,vVz eR.
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Rezulta e = 0.

c) Avem:
Px2=xxder? 2422 42=zx-4d4+zx+4<
302 4+2=5br+4 e 322 —5x—2=0.
1
Obtinem solutiile z1 =2, z3 = —3

. a) Pentru orice numar real z,

1
zo3=—(x-3—2—-3+3)=u;

\V)

1
30x:§(3x—3—x+3):x.

Rezulta ca e = 3 este elementul neutru al legii ,0”.
b) Daca a € R este simetricul elementului 2 in raport cu legea ,0”, atunci

ao2=2o0a=3.

Prima egalitate este evidenta. Din a doua egalitate obtinem:
1 1
5(2@—2—a+3):3@§(a+1):3<:>a:5.
c) H este parte stabild a lui R in raport cu legea , 0" daca

Ve,ye H=xoy € H.

Fie z,y € H. Atunci x =2m + 1,y = 2n + 1, unde m,n € Z. Avem:

voy— %[(2m+1)(2n+1) C@mA 1) - (2n41) 43 =
= %(4mn+2m+2n+1—2m—1—2n—1—|—3) = %(4mn+2) =2mn + 1.
Deoarece mn € Z, rezulta z oy € H.
. a) Oricare ar fi z,y € R, avem:
20z —3)(y—3)+3=2(xy — 3z —3y+9) +3 =2zy — 62 — 6y + 21 = x x y.
b) Demonstram egalitatea
(rxy)xz=xx*(y*xz2),Vr,y,z € R.

Folosind egalitatea de la a), pentru orice numere reale z,y, z, obtinem:

(xxy)xz=[2(x—-3)(y—3)+3|xz=
=22(z-3)(y—3)+3-3](z—3)+3=4x—-3)(y—3)( —3) + 3;
zx(yxz)=o*2(y—3)(z—3)+3] =
=2(x—3)2(y—3)(z—=3)+3-3]+3=4(x—3)(y —3)(2 —3) +3 = (z*xy) * 2.

c) Pentru orice numere reale a,b avem:

ax3=2(a—3)(3—-3)+3=3s1 3xb=2(3-3)(b—3)+3=23.
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12.

13.

14.

Tinand seama ca legea ,*” este asociativa, pentru a = 1*2si b =4 %5 *...* 2011,
obtinem:

1%2%3%...%2011 = (1%2)* 3% (4*5x...%x2011) =
=ax3%xb=(a*x3)xb=3xb=3. O
a) Oricare ar fi z,y € R, avem:
zxy=(x—-3)(y—-3)+3<crxy=2y—3xr—-3y+9+3 &
rxy=axy — 3z — 3y + 12.

Ultima egalitate este evidenta.

b)zxx =19 (z-3)(z—-3)+3=19 < (v —3)2 = 16 & = — 3 = +4. Rezulta
re{-1,7}.

c) Notam a = 1% 2% ... %26 si b= V28 % /29 x ... % v/2011. Avem:

V1 V2% ... % V2011 = (V1% V2% ... % V/26) % V27 % (V28 % ... v/2011) =
—a*xV2Txb=a*3xb=(a+3)xb=3%b=3. O

a) Demonstram egalitatea:
(xxy)xz=xx(yxz),Vo,y,z € R.
intr—adevér, pentru orice numere reale x,y, z, avem:

(xxy)sxz=[(z—4)(y—4)+4]xz=
=[z—4)(y—4)+4—-4z—-4)+4=(x—4)(y—4)(z—4) + 4
xx(y*xz)=xzx[(y—4)(z—4)+4] =
=Dy - D+ A)+d= -y — Dz —4) + 4= (@ry) 2.

b) Fie z,y € (4,+00). Rezulta x —4 > 0 si y — 4 > 0. Prin urmare, (x —4)(y — 4) > 0,
de unde, prin adunarea numarului 4 in ambii membri, deducem (z —4)(y —4) +4 > 4.
Deci x *y > 4, adica x xy € (4, +00).

c) Pentru orice a,b € R, avem a x4 x b = 4. In particular, pentru @ = 1 % 2 x 3 si
b=5x%6x*...%2010, obtinem 1 x2* 3% ...*2010 = 4. O

a) Pentru oricare z,y € R, avem:
zoy=2x—-1)(y—1)+1ezoy=2(ay—x—y+1)+1 < xoy =2xy—2x —2y+3.
b) Elementul neutru e € R verifica egalitatile:

roe=cox =ux,VrecR.

Prima egalitate rezulta din comutativitatea legii de compozitie, iar a doua egalitate
devine 2(e —1)(x — 1) + 1 =z, Vx € R. Obtinem 2(e — 1)(x — 1) = x — 1, Vz € R. Deci

2(e—1) =1, adica e = 7

3 4
c) Daca, de exemplu, a — 1 = 1 sib—1= 3" atunci:
aob:2(a—1)(b—1)+1:2-

Prin urmare, pentru a =
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14 Polinoame. Solutii
l.a) f(1)=13-2-1241=1-2+4+1=0.
b) Folosind algoritmul impartirii a doua polinoame in R[X], obtinem:
X3-2X? 41| X*-2X+1
—-X342X2%2-X X
—X+1
Catul impartirii lui f la g este ¢ = X, iar restul este r = —X + 1.
¢) Din relatiile lui VIETE pentru polinomul f rezulta:
T+ T2+ 23 = 2
T1T2 + xox3 + x321 = 0.
Prin urmare, x? + x3 + :c% = (21 + 29 + 23)% — 2(2122 + Tox3 + w321) =22 —2-0=4.0
2.a) f(1)=13-3-12+2-1=1-3+2=0.
b) Vom aplica schema lui HORNER pentru impértirea polinomului f = X3 — 3X2 + 2X
la X —2:
1 -3 2 0
2/1 -1 0 0
Catul impartirii este ¢ = X2 — X, iar restul este r = 0.
c¢) Din teorema impartirii in R[X] si din b) rezulta f = X (X — 1)(X —2). Prin urmare,
radacinile lui f sunt 29 =0, 29 =1, 23 =2, iar 23 + 23 +23 =02 +12+22=5. [
3. a) Din f(1) =0 rezultd 1> = 1>+ a-1+b =0, deci a + b = 0.
b) Pentru a = —1 si b = 1, polinomul f se poate scrie:
=X -X2-X+1=X}X-1)-(X-1)=
(X-DX?2-1)=(X-1DX-1D(X+1)=(X-1)}>X +1).
Radacinile lui f sunt: 21 =29 =1 si 23 = —1.
c) Pentru ca x; = 1 si 22 = 2 sunt radacini ale polinomului f, rezulta f(1) = 0 si
f(2) =0. Avem:
f(1)y=0 ?-124a-14+4b=0 a+b=0 a=—4
{f@):o LB -24a-24b=0 2+b=-4 T\ b=4 ° -
4. a) Din f(1) =13 +3-12-3-1—1 = 0 rezultd cd x1 = 1 este radicini a polinomului f.

Conform teoremei lui BEzouT, f se divide cu X — 1.
b) Folosind relatiile lui VIETE, obtinem:

1+ T2+ 23 = —3;

T1To + xoxy + X311 = —3.

Rezultd 23 + 23+ 23 = (1 + 22 +23)% — 2(2122 + T2w3 + 2371) = (—=3)2 — 2+ (=3) = 15.
c) tindnd seama ca x1, 2, r3 sunt radacinile polinomului f, rezulta egalitatea

f=X—21)(X —22)(X — x3).

Prin urmare, (2 —x1)(2 —22)(2 —23) = f(2) =23+3-22-3.2-1=13. O
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5. a) Pentru m = 0, f = X3 + 1, iar restul impartirii polinomului f la X — 1 este
r=f1)=13+1=2.
b) f(=1) = (=12 +m-(=1)2+m-(=1)+1 = —1+m—m+1 = 0. Rezultd ci polinomul
f este divizibil cu X + 1, pentru orice numar real m.
c) Conform b), polinomul f admite radacina reala —1, pentru orice m € R. Catul
impartirii lui f la X + 1 este ¢ = X2 + (m — 1)X + 1, iar restul este 0. Prin urmare,
f=(X+1)[X%2+ (m—1)X +1]. Polinomul f are 3 radicini reale numai daci ¢ are
dou radicini reale. Rezultd A = (m — 1)2 — 4 > 0, adicd m? — 2m — 3 > 0. Obtinem
m € (—oo, —1] U [3, 4+00). O

b) Pentru orice a € Zs, o® = a. Rezultd f(a) = o® + da = o + da = 5a = 0, Va € Zs.

Prin urmare, radécinile din Zs ale polinomului f sunt: 0,1,2,3,4.

c) Pentru orice a € Zs, avem f(a) = ma® + na = ma + na = a(m + n). Din
egalitatea. f(1) = f(2) rezultd m + n = 2(m + n), adici m + n = 0. Prin urmare,
fB)=3(m+n)=3-0=0, f4)=4(m+n)=4-0=0 si f(3) = f(4) =0. U

7. a) Pentru m = 4, polinomul f devine f = X3 + X2 — 17X + 15. Pentru determinarea
catului si a restului impartirii polinomului X3 + X2 — 17X + 15 la X — 3 se poate folosi
schema lui HORNER:

Catul este ¢ = X2 +4X — 5, iar restul este r = 0.

b) Polinomul f este divizibil cu X — 1 daca si numai daca f(1) = 0.

Cum f(1)=1+m—3—-17+2m+ 7= 3m — 12, din 3m — 12 = 0 obtinem m = 4.

c) Ecuatia 27% 4+ 9% — 17 - 3% 4 15 = 0 este echivalenti cu 33 + 3%* —17.3% + 15 = 0.
Folosind substitutia 3% = y, unde y > 0, obtinem y?® + y* — 17y + 15 = 0. tindnd seama
de a), ultima ecuatie se poate scrie (y — 3)(y? +4y —5) = 0. Din y — 3 = 0 rezulta y = 3,
iar din y? +4y — 5 = 0 rezultd y = 1 sau y = —5 < 0. Din 3% = 3 rezulti solutia x = 1,
iar din 3% = 1 rezulta solutia x = 0. O

8. a) Din relatiile lui VIETE pentru polinomul f rezulta:

T+ T2+ 23 = —2
X122 + Tox3 + 321 = —B;
T1TX2X3 = —1MM.

Deci, 23 + 23 + x% = (21 + w3 + 3)% — 2(x170 + T223 + 321) = (—2)2 — 2 (—5) = 14.
b) Avem:
1 1 T1T2 + xox3 + T3T1 -9

1
X1+ +23=—+—+—S 2T +T2+2x3= &S -2 = —
1 T9 3 T1T2T3 —-m

Rezulta m = ——.

c) Pentru calcularea determinantului A vom aduna liniile a doua si a treia la prima
linie a determinantului. Obtinem:

r1 T2 I3 -2 =2 =2 1 1 1
A= o I3 I1 = T2 I3 I =—-2- T2 I3 I1 =
r3 T1 X2 T3 I T2 r3 I1 X2
= —2(x119 + Tow3 + 2371 — 3 — 25 —235) = —2(—5 — 14) =38 € N. O

47



9.

10.

a) F(I) = 4+2.12=142=0,
b) Polinomul f se poate scrie f = X3 4+2X? = X?(X + 2). Deoarece Z3 nu are divizori

ai lui zero, rezulta ca radacinile lui f sunt z; = z9 = 0 sl a3 = —2=1.

¢) Numaérul polinoamelor din multimea G este egal cu numarul multimilor ordonate
(a,b,c,d) € Zz x Z3 x Z3 x Z3, adica 3* = 81. O
a) f(0)=02+0=0; f(1) =12 +1=2; f(0O)+ fF(1) =0+2=2,

b) Polinomul f se poate scrie f = X (X + 1). tinand seam4 ci Z3 nu are divizori ai lui
zero, radacinile lui f sunt z1 = 0 sixg = —1=2.

9(0)4‘9(1)‘1‘9@):a+(i2+é'i+a) ( a+a+(2+a)—2+3a—2

c) Avem f(2) =22 +2=6=0. Deci, f(0) + f(1) + f(2) = 2 + 0 = 2. De asemenea,
L2139 a) =
Prin urmare, f(0) + f(1) + £(2) = g(0) + g(1) + = 2,Va € Z3. O
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15 Analiza matematica — Clasa a XI-a. Solutii

1\’ ny 11 1
1. a) Pentru z € (0, +00), f/'(z) = <lnx—x> = (Inxz) — () =-+ 5= Tt

x x T
f@) - F2) 2+1 3

lim 42— )= _— = Z,

b) limy == 5 2= =;

c) Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa zp = 1, situat pe graficul
functiei f, este de forma

Y—1%Yo Zm(ﬂc—%%

unde yo = f(zo) = f(1) =Inl—-1=—-1sim= f'(z9) = f'(1) = 1%1 = 2. Obtinem
y+1=2(x—1), sauy =2z — 3. O
2. @) lim f(z) = lim (z — 1)e” = (0 — e =—-1-1=-1.
b) f(z) = ((z — 1)e*) = (z —1)e® + (x —1)(e*) = e+ (x —1)e® = e* + f(x), Yz € R.
c)i%W:i%W:f'(O):eO+f0):1—1:0. O
-1 3-1
3 a) lim (o) = limy °—g = 55 =2
v (=1 _@-D)@E-2-(-)@-2 @-2)-(@-1) 1
b)f(m)_<x—2>_ (z - 2)2 T @22 @S
(2, 400).
c) Avem f(3) = 2 si f/(3) = —1. Ecuatia tangentei este y — 2 = —1(z — 3), sau
y=—x+5. U
4. a) Pentru z € R, f'(x) = (23 — 32 +7)' = 322 — 3, iar lii%f(x);f(o) = f(0) = -3.
b)Y 1 f(z) _ oy e 1
stoo 2(2z + 1)(3z + 2)  a—teo 2(22 + 1)(3x 4 2) w0 628 6

c) Folosind prima derivata, studiem monotonia functiei f. Avem
fllx)=0e32-3=0szc{-1,1}.
Valorile functiei f in —1 siin 1 sunt f(—1) =9, respectiv f(1) = 5. Alcatuim tabelul de

variatie a functiei f:

T —00 -1 1 400
ffz)y| + 4+ 0 — — 0 + +
flg) | =00 2 9 N\, 5 S +oo

Din acest tabel deducem ca cea mai mica valoare a functiei f pe intervalul [—1, +00)
este 5. Prin urmare, f(z) > 5, Vo € [—1,+00). d

D. a) f/(ﬂf) = (ex — l‘)/ = (em), — (x)/ =e? — ]_7 x € R.
b) Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa xo = 0 este de forma

y =30 = f'(zo)(z — o).
Inlocuind yo = f(0) = €® = 1 si f/(0) = ¢ — 1 = 0, obtinem ecuatia y — 1 = 0.
c) Inegalitatea e > x + 1 este echivalenta cu f(z) > 1, Vo € R. Avem:
fllr) <0 e —1<0s e <1lea<0;
) >0 e —1>0e">1< 2> 0;
flz) =0 -1=0se"=1<2=0.

49



10.

Din semnul primei derivate deducem ca f este descrescatoare pe (—oo, 0] si crescatare
pe [0, +00). Cum f(0) =1, rezulta f(x) > 1, Vx € R. O

1

ca) fl@) = (VE—1) = (V&) =1 = —=, Vo € (0,+c0).

2\/x’
1

Rezulta 2v/z - f'(x) = 23/z - NG =1, Yz € (0, +00).
b) Ecuatia tangentei este y — f(4) = f/(4)(z — 4). Inlocuind f(4) = V4 —1 = 1 si
1 1 1
'(4) = —= = —, obtinem y = ~x.
c) Calculam a doua derivata a lui f:

(G -3 () st

Cum z/x > 0 pentru « > 0, rezulta f”(x) < 0, Vz € (0,+00). Deci f este concava pe

acest interval. O
1 1
a) lim 2 — lim (1+>:1+0:1.
Tr—+0c0 €T r—+00 X
, 1\ , 1\ 1 .
b) Avem f'(z) = (1+~) =1+ (=) = —— < 0,Vz € (0,+00). Rezulta f
x x x

descrescatoare pe intervalul (0, 400). A
c¢) Ecuatia tangentei este y — f(1) = f/(1)(z — 1). Inlocuind f(1) = 2si f/(1) = -1,
obtinem y = —x + 3. O

.a) fl(z) = (ze”) = (z) e +x(e”) =€ + xe® = (x + 1)e*, Vx € R,

b) f(z) = (x + 1)e*) = (z+1)'e* + (x+1)(e®) = e + (z+1)e* = 2e* +z¢e®, Vr € R;
Rezulta f"(z) + f(z) = 2€* + xe® + ze® = 2ze” + 2e” = 2(x + 1)e” = 2f'(x), Vz € R.
c¢) tindnd seama ca e* > 0, Vo € R, avem:

fo)<0e(@+1)e" <0 r+1<0& < —1;

fllz) =0 (z+1)e"=02+1=0&2=—1;
f@)>0e (x+1)e" >0 2+1>0 0> —1.
De aici deducem ca f este descrescatoare pe intervalul (—oo, —1] si crescatoare pe

intervalul [—1, +00). Rezulta ca = —1 este punct de extrem (punct de minim) pentru
functia f. O

. a) Pentru orice x € R, avem:

f@) = ((z+2)%) =3z +2)%(x +2) = 3(z +2)% = 3(22 + 4o + 4) = 32> + 12z + 12.
b) Din f/(z) = 3(z + 2)? > 0,Vz € R, rezultd ci f este crescitoare pe R.
f'(z) 322 + 12z + 12 3z

z—+oo X r—+00 x r—+00 T

1
a) f'(z) = (xlnz) = (z)Inz + z(lnz) =lnz+2- - =1+Inz, Vz € (0,400).
x
b) x € [,—I—oo) =z>el=lnz>lne!=lnz>-1=Ilnz+1>0. Rezulti
e
1
f'(x) > 0 pentru z € [, —{—oo). Deci f este crescatoare pe acest interval.
e

1 1
¢) flle) =0 1+Inzx =0« Inx = -1 < =~ Pentru z € <O,] rezulta
e e
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11.

12.

13.

1 1
Inz <In-, sau lnz < —1. Deci, Inz +1 < 0 pentru z € <0, ] . Obtinem f/'(z) <0
e e
pentru x € <O, ] , ceea ce inseamna ca f este descrescatoare pe acest interval. tinand
e

1 1
seama si de b), rezulta ca f <> este cea mai mica valoare a functiei f. Cum f <) =
e e
11 o . 1
—In— = ——, obtinem inegalitatea f(x) > ——, Va € (0,400). O
e e e e

a) Functia f este derivabila pe intervalul (0, 4o00) si derivata ei este

f'(z)=(Wz—Inz) = (Vz) —(Inz) = 2\1f_31c:\2/§_glv: \/52;2,%166(0,—1—00).

— 4-—-2
Derivata functiei f in punctul zy = 4 este lim M \f
T—4 xr — 2-4

b)a?>4:>f>\f:>f>2:>f—2>0§f’() f >0peintervalul

2z
(4,+00). Rezulta ca f este (strict) crescatoare pe intervalul (4, +00).

¢) lim f(z) = lim(vr — Inz) = lim vz — limInxz = 0 — (— ) = +o00. Rezulta ca
z—0 z—0 z—0 z—0
z>0 >0 x>0 >0
dreapta de ecuatie = 0 (axa Oy) este asimptota verticala (la dreapta) la graficul
functiei f. O

a) Pentru orice x € (0, +00), avem:

) = z+1 '_(ac—l—l)'em—(x—i—l)(e“)’_e“—(ac—i—l)ex__ ze® _ x
- e - (633)2 - eT . e - eT . o - et
Rezulta f(x) = Trl- T il V€ (0, +00).

b) Pentru z € (0,400), avem: = > 0, €* > 0. Rezultd f/(x) < 0 pe (0,+00), deci f este
(strict) descrescatoare pe acest interval.

c) Dreapta de ecuatie y = mz + n, unde m,n € R, este asimptota oblica spre +oo la
graficul functiei g daca xkr}rloo [9(x) — (mxz +n)] = 0. Avem:

2x 1 2 1 2 2 9 1 1
gay= DD AL et ] e e (0,400)
x e x x x
Rezultd lim [g(z) — (r+2)] = lim — = 0. Prin urmare, ecuatia asimptotei este
T—+00 r—4oco
y=x+2. 0

a) Pentru orice z € R, avem:

2 — ! 22 — 1) (22 — (222 — 2 /
f,(x):<2 1)2(2 1)/( +2) — (22% — (> +2) _

x2 +2 (22 +2)2
dz(z? +2) — (22— 1) -2z 42+ 8zx—4a®+2z 10z
(12 + 2)2 - (:1:2 + 2)2 - (CL’2 + 2)2
222 — 1 2z?
b) Din lim f(z) = lim :E — lim “% = 2 rezulti ci ecuatia asimptotei
T—+00 z—+oo x2 4 2 e too 22 ’

orizontale spre oo la graficul functiei f este y = 2.

o1



14.

15.

16.

[¢)

¢) Pentru z € [0,1], f/(x) > 0. Prin urmare f este crescatoare pe intervalul [0,1]. D

. 1 1
aici rezulta f(0) < f(z) < f(1), pentru orice z € [0, 1]. Inlocuind f(0) = —3 si f(1) = 3
rezulta inegalitatile din enunt. O
2—z—-1\ @-z-1(z+1)—(22—z—-1D(z+1)
2 ) - o Vot )= e a1 _
r+1 (x+1)
2z —1)(z+1)— (2 —2—-1) 22*+2r—az—-1—-2?+2+1
(x+1)2 B (x +1)2 B
2 4 2z
— Y, € R~ {-1}.
CESIEAR
b) Folosind regula lui L’HOSPITAL, cazul E, rezulta:
00
. /
TS CORR K R S PR (L0 S . Y
aotoo 2 —x—1 aotox+1  aotoo (x4 1) aotoox
c) Ecuatia asimptotei este de forma y = mx + n, unde
2 _ p_
m = lim M: lim x27331:1;
z—+oo I r—4oco0 ¢+ x
= Jim_ (@) —ma) = lm o = 2
n,_-wjgio v me __:biﬂzo r+1 ’
Ecuatia asimptotei oblice spre +o00 la graficul functiei f este y =z — 2. O
a) Functia f este continud in punctul 0 daca f(0 —0) = f(0+0) = f(0). Avem:
f(0—0)=1i . S
=)= e =
z<0 <0
f(0+0) =lim f(x) = lim(z — 4) = —4;
z—0 z—0
>0 >0
—4
MO =g =
Prin urmare, f(0 —0) = f(040) = f(0) = —4 si f este continua in 0.
. flx) . x—4 § . r—4 . -1 1
b I = T Iy T Ty
—4
c) Punctul A(—1, —2) apartine graficului functiei f, pentru ca f(—1) = eV =-2.
Ecuatia tangentei in punctul A este y — f(—1) = f’(—=1)(z + 1). Pentru calcularea lui
f/(—=1) tinem seama ca, pentru z < 0, f/(x) 4\ _ Ay i
— 1 = = == .
’ P ’ 2241 @212 (@2+1)?
8- (-1
Rezulta f'(—1) = (7)2 = —2. Cum f(—1) = —2, ecuatia tangentei este y + 2 =
(=1)?+1)
—2(x 4+ 1), sau y = —2x — 4. O

a) Pentru z € [1,400), f'(z) = (ex—1>/ = (e*) — <1>/ = e’ + % Rezulta

T—2 T —2 4
b) Din f/(x) > 0 pentru orice z € [1,400) rezultd f strict crescitoare pe [1,+00). Prin
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urmare, pentru orice x > 1 avem f(x) > f(1) =e—1> 0.
c) Avem:

1 1
lim f(z)= lim <ex—>— lim e — lim — =+400—0= +4o0;

Tr—+00o r— 400 x Tr—+00 Tr—+o00 I
xT T o x\/
. T . e 1 . e’ 2 e )
lim M = lim ( — 2) = lim — 2 lim (e?) = lim e® = +o0.
r—+oco X Tr—400 X €T r—4oco I r—+oco I Tr—+00

Deoarece niciuna dintre aceste limite nu este finita, rezulta ca f nu are asimptote spre
+o00. O

17. a) Oricare ar fi z € R\ {1}, avem:

oo zr2 )\ (@42 (@-1)?2—(2+2) ((z-1)2)
r@=(0) = -1
(z—12—(z+2)-2(x—1) (z—1)(z—1-2z—-4) —-z-5

(z —1)* - (z —1)* ICESE

b) Calculam limitele laterale ale functiei f in punctul 1:

lim f(z) = I x+2 142 3 N
1m ) = 111 = N — 00!
o1 a1 (x—1)2 (1-0-12 +0 ’
<l <l

. . ox+2 142 3

lim f(x) = lim @e—1? (I10—-12 0 >
x<l r>1

Rezulta ca dreapta de ecuatie z = 1 este asimptota verticala (la stanga si la dreapta)
pentru functia f. Cum f este continua pe R\ {1}, dreapta z = 1 este singura asimptota
verticala a lui f.

c¢) Studiem semnul primei derivate a functiei f:

T | —00 -5 1 +00
—r-5| + + 0 - — — — =
(z-13] - - - — — 0 + +
, —x =95
=" | - - 0 -
F@) = g bt
Rezulta f descrescitoare pe (—oo, —5| si crescitoare pe [—5,1). Prin urmare, pentru
—5+2
orice © € (—o0,1), f(z) > f(-5) = (_5j—1)2 =~ inegalitate echivalenta cu
1
f(:v)—i—ﬁzo, Vz € (—o0,1). O

1 1
18. a) Penru x € (0, +00), f'(x) = (Inz +e*) = — + €*. Rezultd zf'(z) = x ( + ex> =
T T

1+ ze®, Vz € (0,400).
b) Ecutia tangentei este y — f(1) = f/(1)(x — 1). Inlocuind f(1) =esi f/(1) =1+e
rezulta ecuatia y = (1 +e)z — 1.

1 x 1 x\/ 1
¢) tim 18 _ gy, Mrret s nese) <+ex>:+oo_ .
X

1818

rx—+oco X r——+00 x r——+00 xl x——+00

19. a) Functia f este derivabila pe R si

@)= (2 +a® +2+3%) =322 + 20 +1+3"In3, Vo € R.
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20.

21.

22.

Rezulta f/(0) =1+ 1n3.
b) Pentru orice z € R,

fl(x) =22+ (z +1)*+3“In3 > 0,

pentru ci 222 > 0, (z +1)2 > 05i 3%In3 > 0, Vo € R. Rezulti f crescitoare pe R.
c) tinand seama ca f este crescatoare pe R, din a < b rezulta f(a) < f(b), adica
a®+a?+a+ 3% < b+ b? + b+ 3%, inegalitate echivalentd cu cea din enunt. O

a) Functia f este derivabild pe R si f'(z) = (e — )’ = e* — 1, oricare ar fi z € R.
Rezulta f'(z) — f(z) =e*—1—(e* —2z) =2 —1,Vz € R.
b) Ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul (0, f(0)) este

y = f(0) = f'(0)(z - 0).

Inlocuind f(0) =1 si f/(0) = 0, obtinem y — 1 = 0.
c) Ecuatia asimptotei oblice la graficul funtiei f spre —oo este de forma y = mz + n,
unde m,n € R si

T __ ==} xr _ /
m = lim f(z) — lim S %= jim -2 lm) = lim (" —1)=-1;
r——00 I T——00 €T T——00 €T T——00
= 1 — = 1 —e X =
n= xgrjloo (f(x) —mx) IEEHOO (f(x)+x)= xgmooe =e 0.
Ecuatia asimptotei este y = —x. O

a) Pentru orice x € [0, 1], derivata functiei f este

f’(x) _ e’ ' . (ex)/(l—l-fﬂ) —ex(1+1:)’ _ e’(14+z) —e” B re®
S \l+z/) (1+ )2 o (142)?2 (142)%
Rezulta
x) xe® 1+
14+x)2 e

T
= v 0,1].
a0,

z)
b) Pentru z € [0, 1], f ( ) > 0. Deci, f este crescatoare pe acest interval.
c)Fie0 <z <1 Pent ru ca f este crescatoare pe [0,1], rezulta f(0) < f(z) < f(1),

<1 O

‘ -

adica 1 < f(x) < 5 De aici,

* 1 2 2 , 2\/ 2/ 2
a) Pentruz € R*, f'(z) = (2 + - | =(@°)' + (=) =27 —.
x x x

b) Ecuatia tangentei este y — f(2) = f/(2)(z — 2). Cum f(2) =55si f'(2) = ;, obtinem

7
=z —2.
y=52

c) f are limita finita in orice punct din R*. Limitele laerale ale functiei f in 0 sunt:

. 9 2 2 . 9 2 2

lm |2+ — )| =—=—00;lim(2°4+— )] = — = +o0.
z—0 x —0 z—0 x +0

<0 >0

Rezulta ca dreapta x = 0 este singura asimptota verticala (la stanga si la dreapta) a
functiei f. O
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23.

24.

a) f'(z) = (2%e%) = (2?)'e® + 2%(e®)’ = 2xe® + 2%e” = (22 + 2%)e*, v € R.

b) Pentru z € [-2,0],z < 0si x+2 > 0. Cum e* > 0, Vz € R, rezulta f'(z) =
z(z +2)e” <0, Vo € [—2,0]. Prin urmare, f este descrescatoare pe intervalul [—2,0].
¢) Pentru z € [0,1], f/(z) > 0. Deci f este crescatoare pe [0, 1].

Fie x € [-1,0]. Rezultd —1 <2 <010 < 22 < 1. Din monotonia functiei f rezulta

F0) < f(z) < f(=1);
f0) < f(a*) < f(1)
Prin adunarea, membru cu membru, a acestor inegalitati obtinem

0 < fla)+ fla?) < 2

, Vo € [—1,0]. O

r (22 +3) 2z x
) F@) 2Va2+3  2va?+3 72+ 3
b) Ecuatia tangentei este y — f(1) = f'(1)(z — 1), sau, tindnd seama caf(1) = 2 si
=2 y=tas?
“ VTt Ty

c) Ecuatia asimptotei oblice spre +oo la graficul functiei f este y = mz + n, unde

,xr €R.

L fl@) o Vet 43
m= lim — = lim —— =1;
r—+o00 X T—+00 X
3
L B _ 2 N _
n—xggrloo(f(:v) mx) mggloo( x4+ 3 :E) xk?&7m2+3+m 0
Ecuatia asimptotei este y = x. 0
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16 Analiza matematica — Clasa a XII-a. Solutii

1
.a)/ mdx—e’ =el—e’=e—1
b) F este derivabila pe R si
x? ' 2z
F’(w):<e‘”—2—1> :ez—?:ex—x:f(x),VmeR.

Rezulta ca functia F' este o primitiva a functiei f.

c)
1 1 72 1 1 /1 1
/F(w)dm:/ <ex——1>dx:/exdx—/ $2d$—/ ldz =
0 0 2 0 2 Jo 0

1 31 1
1 13
—e| — 0| —z me—1--—1=e— 2. O
o 61 0 6 6
2 2 2
.a)/ 3x2dx—3/ e =23 =28 -13=7
1 1 1

b) Multimea primitivelor functiei f este

/f /3:5 —|—2x)dx:3/x2dx+2/xdx:x3+x2+c.

Rezultz‘i ca primitiva F' a functiei f pentru care F(1) = 2014 este de forma F(z) =
3+ 22 +c unde c € R. Din conditia F'(1) = 2014 rezulta 2+ ¢ = 2014, de unde ¢ = 2012
si F(z) = 2® 4+ 2% + 2012.

" 3a° R e
)/ f dx—/(3x+2)dx:<x+2x> _ontan o v
2 1 2
3 dn—-7 13
Ecuatia n++ =5 este echivalentd cu 3n? + 4n — 20 = 0, avand solutiile
10
n1:——§§N81n2—2 Deci n = 2. O

1 1

1 1 1
. a) (2x+1)d$:2/ xdx+/ dz = z* =12 (-1)*+1—(-1)=2.
-1 -1 -1 -1 -1

b) Pentru z € [0,1], g(z) = f(z) =22 —1=2?+2z+1 -2z — 1 = 22, Volumul corpului
obtinut prin rotatia graficului functiei g in jurul axei Oz este

1 1 25
V= 7r/ g*(x)dx = 7T/ zide = m—
0 0 5

c) Deoarece F' este o primitiva a lui f, rezulta ca F' este derivabila si

+x

1

0

S

Flz)=f(z)=2>+2zx+1=(x+1)>>0,Vz € R.
Prin urmare, F' este crescatoare pe R. [

. a) Pentru orice z € R, f(z) —e® = e* 4+ 2z — ¢¥ = 2z. Prin urmare,

/j(f(m)—ex)dx:/lz%cdw:xg
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b) F este derivabild si F'(z) = (e +2? + 2014)/ =e" + 2z = f(x), Vx € R. Deci F
este o primitiva a lui f.
¢) tindnd seama ca f = F’, avem:

/ f@)F(@)dz = /0 F(@)F(z)de = & )

_ (e+2015)> — 2015% _ ¢? 4 2e- 2015 + 2015° — 2015° _ ¢® + 4030¢
B 2 2 2

1 1
. a) Pentru z € (0,4+00), 3 — f(z) =3 — <3_$> ;s

/f(S—f(m))dx—/jidx—lnx

b) Multimea primitivelor funtiei f este

/f dx—/(3—>dx_/3dx—/ —dz =3z —Inz +C.

Prin urmare, F' este de forma F(x) =3z —Inx + ¢, unde ¢ € R. Din conditia F'(1) =3
obtinem 3 —Inl+c¢=3, deci c=0si F(z) =3z —Inx.

2
=In2—-1Inl=1In2.
1

1
c) Pentru z € [1,2], g(z) = 2 f(x) = = (3 — > = 3z — 1. Volumul corpului obtinut
T

prin rotatia in jurul axei Oz a graficului functiei g este

vz/1292(x)dx:/12(3a:—1)2:/12(9x2—6x+1)da::

2 2 2 1’32 $22 2
:9/ x2dx—6/ :cd$—|—/ de=9-"| —6-2-| +2| =
1 1 1 3 1 2 1 1
2 2 2
=32 —32% 42| =3(2°-1°)-3(2°-1*)+(2—-1)=13. O
1 1 1

2 1 2 1 1 2
/(f(:v)—)dx:/ (2:v—|—1—|——>d33:/(2:n+1)dx:
1 T 1 r 1
2 2 2 2
:2/ xd:p+/ 1dz = 22
1 1

+z| =22 -12+2-1=4.
1 1
1
b) Functia F este derivabild si F/(z) = (2* +z +In :n)/ =2rx+ 1+ — = f(x), pentru
x
orice x € (0,+00). Rezulta ca F' este o primitiva funtiei f.
c) Pe intervalul [1, 2] funtia f este continua si pozitiva, deci aria este

Ry oa—

=(2°+2+m2)— (1*+1+Inl)=4+1n2. O

2
= (:UQ—i—x—l—lna:)
1
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1
rayémex:ﬂ@

10.

a) fxf(x)dx:/;x.idx:/;ldx:gc

1 1
=(3-12+1)—(3-02+1) =3.
0 0
b) F este derivabild pe R si F’(z) = (23 + z + 1)/ =322 +1 = f(x), pentru orice x € R.
Rezulta ca F este o primitiva a lui f.

= (32° +1)

1 1 1
c) Aria ceruta este A = / f(z)dx = / (322 +1)dz = (2" +2)| =2. O
0 0 0

5
=1
4

b) F este derivabila si F'(z) = (4 + Inz)’ = 1o f(z), pentru orice x € (0,+00).
Rezulta ca F' este o primitiva functiei f. v

c) Functia f este continua si strict pozitiva pe intervalul (5, +00), deci aria suprafetei
delimitate de graficul functiei f, axa Oz si dreptele de ecuatie z =5 si = a este

A:/ f(x)d:z::/ ld:L’:hq:c
5 5 T

Din egalitatea A =1In3 obtinem ln% =1In3, deci % =3 sia=15. O

a

a
—Ina—In5=1In".
. na n n5

3 3

X

/ /
. a) Functia F este derivabila si F'(z) = <glj +x> = <> +2' =224+1= f(z),

3 3
pentru orice z € R. Prin urmare, F este o primitiva a lui f.

b) Funtia f este continua si pozitiva pe [0, 1]. Aria este

1

1 1 3
T 1 4
A= de =F = (= - —41=_.
[t =pw)| = (F+a)| =341-3
241 2 1 1
c)PentruxeR*,@:aj * =L 42 =2+ - Rezultd
T T Tz  x T
2 2 2 2
1 3
/f(x)dx:/ z+—)de = x—+lnx = -+ 1In2. O
1 e 1 X 2 1 2

a) F este derivabila pe (0, 400) si
F'(z) 1+1 ,’ 1/+(1 ) 1+1+1 f(x), Vo € (0,400)
z)=(z——+hz) =2'— (- nz) = — 4+ — = f(x), Vx 00).
x T 2 x ’ ’

Rezulta ca F este o primitiva a lui f.
b) Folosind schimbarea de variabils ¢ = 22, dt = 2xdz, se obtine:

/1 2f(z?)dz = ;/1 F(a?) - 2wda = ;/1 F(t)dt = %F(t)

2

1

c) Avem:
@ 1 @ 1 1 |“ 1
/ <f(:v)—>d33:/ <1+2>dx:(x—> =a——.
1 T 1 T T 1 a
. 3 . y 2 .. 1
Ecuatia a — — = 3 este echivalentd cu 2a“ — 3a — 2 = 0. Solutiile sunt a1 = 2, as = —5
a

Rezulta a = 2.
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11.

12.

13.

a) Funtia F este derivabila pe R si, pentru orice numar real z, avem:

F'(x) = (ze® —e” +2012) = (ze”)" — (%) 4 (2012) =

= (we?) —e" =2’ + x(e”) — ¥ = e’ - xe” —e” = xe” = f(2).

Rezulta ca funtia F' este o primitiva a lui f.

b) Pentru orice z > 0, f(Inz) = (Inx)e™* = xIn . Folosind formula de integrare prin

e e e 2\’
/f(lnx)da::/ xlnxdx:/ (:13 Inzdx =
1 1 1\ 2
2

x2 © /ea:2 1 e 221® e?+1
[T lge=C .
L2 e T

parti, rezulta:

1 4

= ?h’llv

2 2 22 |2 2( a2
-1

c¢) Volumul este V = 71/ g*(x)dx = 71/ Xz =1 | = mel(e” — Dz O

1 1 2 | 2
a) Multimea primitivelor functiei f este

2013 2012 3 2
dr = 2012 2011 2 de = z T o c
/f(x)x /(ZL‘ + 2 +2® +2) de 5003 "0 T3 T T
22013 2012 43 2
Rezulta ca F este f:le forma F(x) = 5013 + 5012 + 3 + 1 +c¢,ceR. Din F(0) =1
deducem ¢ = 1. Prin urmare,
22013 2012 43 42

++ o+ L

F(g) =
@ =3 turts s

b) f(z) = 22012 + 2201 4 22 4 o = 22 (2 4 1) + 2(x + 1) = (z + 1) (22" + ). Avem:

1 1 2012 2
f(z) _/ 2011 [z z
i $+1dx— i (2" +2)de = 500 T 3

c) Pentru z € [1,2], g(z) = 2® + x, iar ¢*(z) = (2* + 33)2 = 2% 4 223 + 22, Volumul este

111007

0 2012 2 2012

2 2 5 4 3\ |2
T T T 4817
V= 2(z)dx = 44943 ) dz = Y B =——. 0
ng(@:v j[(x+ pPtat)de = 42 4 =0
1, 1 1 1
a)h:/ dx:/ (1— >dx:[x—ln(aj—|—1)] =1—-1n2.
0 X + 1 0 xr + 1 0
1 n n+1 1 n( n+1 |1
x x ™ (z +1) x 1
b) I, + 1,11 = dzx = de = = )
) It It K;<x+1+x+l>:n A z+1 O n+lly n+tl
1
c) Pentruz € [0,1], avem 0 <z < 1,deci 1 <z +1<2si B < 1 < 1. De aici
2012 2012 ;1:
rezulta inegalitatile 5 < o} < x2012, prin inmultire cu 22012 > 0. Prin urmare,
T

1 .’E2012 1 .’E2012 1 9012 1 1
dz < dz < dr. adicd —— < Inoe < ———.
Z; 2 x-l;x+1x—[;$ To A1 Unoe = 12012 = 5013
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T / 1
14. a) Pentru z € (0,+00), g(z) = fle) e i = ¢”. Multimea primitivelor
r+1 r+1

/g(x)dx = /e‘rdx =e" +C.

b) Folosind formula de integrare prin parti, obtinem:

+

funtiei g este

/12\/:m-f(x)dx:/12(x+1)-erdz:/j(xﬂ)(ew)’dx:

2 2 2
/ e’dr =
1 1
2
=22 —e.
1

2
~ @+ | = [ o+ 1)do = o+ e

2
1

1
2

= ze”
1

— (2 +1)e"

c) Functia h este pozitiva. Aria ceruta este

A= / dx—/ \/aTda:—/Q(:cH)%(a;H)’dx:

3 3

B m—{—l)

2
=(z+1)Ve+1
§+1

9 3

:§(8—3\/§). 0

2

15. a) fo(x) =9, Vo € R. Multimea primitivelor functiei fj este

/fo(x)dx:/de:9x+C.

b) fi(x) = 32?2 + 62+ 9 > 0, Vo € R. Aria ceruta este

1 1 1
A= / fi(z)dz = / (32% + 6z +9) dz = (2 + 32 + 92) | = 13.
0 0 0
. 2 . fZ(x) -9
c) Pentru m = 2 obtinem fao(z) = 122 + 122 + 9, Vx € R, iar =————— = 122 + 12.
x
Avem:
2 2 2
/ (127 + 12)e*dx = 12/ (x4 1)e*dr = 12ze”| = 24e* — 12e. O
1 1 1
3 3 3 3
16. a) Volumul este V = 71'/ g*(x)dx = 77/ (mQ +10)dz =7 (3 + 10$> = 39.
0 0 0

b) Fie F o primitiva a functiei f. Rezultd F'(z) = f(z) = Va2 + 10 > 0, Vz € R. Din
F'(xz) > 0, Yz € R, rezulta ca F este crescatoare pe R.

c¢) Folosind schimbarea de variabila x = —t, dz = —d¢, obtinem:
0 0 10 10
fla)de =— [ f(=t)dt= [ [f()dt= [ f(z)dz
—-10 10 0 0

Prin urmare,

10 0 10 10 10 10

f(z)dx = f(z)dx+ f(z)dx = f(z)dz+ flz)de =2 f(z)dz

—10 —-10 0 0 0 0
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17.

18.

19.

(]
=1-1n2.
2

a)/ f(x)dx:/ 1davzlnan
9 Inzx 9 X

-1
b) Pentru z € (0,1], g(z) = T~ " Determinim primitivele functiei g:
x

/g(x)dx:/x;lda::/<1—i>dx:x—lnx+c.

Primitiva ceruta este de forma G(z) = z — Inz + ¢. Constanta reala ¢ se determina
din conditia G(1) = 5. Cum G(1) = 1 + ¢, rezulta ¢ = 4. Deci, primitiva cautata este
G:(0,1] - R, G(zx) =z —Inz + 4.

1
c) Functia f este continua pe [2, e}, deci integrabila. Avem:

e 1,. e
/ f(ac)dx—/ i 1dm+/ ln—xdx.
: poe e

Vom calcula separat fiecare integrala:

1. 1
/ ’ 1d:z::/ <1—1>d9::(3:—1na:)
1oz 1 x

1

Pentru a doua integrala vom face schimbarea de variabila t = Inx, dt = — dz. Pentru
x

z € [1,e], t € [0,1]. Rezulta

el 1 2
/ de:/ tdt = &
1 X 0 2

Prin urmare, / flx)dz =1—1n2. O
1

1
1 1 1

=—+4+In-=-—-In2;
2+n2 5 n2;

=
N|=

!

0 2’

2

1 1 1
a) Aria este/ |f(x)|dx:/ (32% + 27+ 1) dz = (2° + 2° + z) ’ =3.
0 0 0
b) Fie F o primitivd a functiei f. Atunci F'(z) = f(x), iar F"(z) = f'(x) =
1

1
(33:2 + 2z + 1)’ =6z +2=23x+1), Vr € R. Pentru z € (—oo, —3), avem x < 3

adica 3x +1 < 0. Deci F” < 0 pe acest interval. Rezulta ca F este concava pe intervalul

1

_w _—

T3
a

c) Avem/ flz)dx = (x?’ + 22 + z)| = a®+a*+a. Inegalitatea a®+-a+a > 3a%+2 este

0 0

echivalenta cu a® —2a%+a—2 > 0, sau a*(a —2) + (a —2) > 0, adicd (a—2) (a® + 1) > 0.
impér‘gind ambii membri ai acestei inegalitati prin a®> + 1 > 0, obtinem a — 2 > 0,
adevarata pentru orice a > 2. O

1 2
fl(f) dx:/ ;de:x—
0 2y .

e
1 1 1 1 1
b) / fi(z)dx :/ zedz :/ z(e®) dx = ze® —/ efde=e—e€"| =1.
0 0 0 0 0 0

c) Pentruz € [0, 1], f, (mZ) = 22"¢%” n € N*. Folosind monotonia functiei exponentiale,

a

1

1
a) fi(x) = ze®, x € [0,1]. Prin urmare, /
0
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din 22 > 0 rezultd e*” > el adica e > 1, Vo € R. De aici, prin inmultire cu 22" > 0,
deducem f,(22?) > x?", Vx € [0,1], Vn € N*. Folosind ultima inegalitate, obtinem

1 ) x2n+l
) da > ndr =
/f" o / T ot

61 &
20. a)/ ( +1>dx—/ Edm:lnm
1

= 1.
b) Pentru z € [1,2], f(z) > 0. Ariaes‘ce.A:/Qf(af)dx:/2 <1+ ! )dx:
1 1

1
r x+1
2 2 2
1 1
:/ dx—{—/ dr =Inz
1 X 1 x—i—l

+In(x + 1)
¢) Volumul este

1

, Vn € N*. d

o 2n+1

=1n3.

1

Avem:

1 .
1 67
2

I 2/2 L 4 2/2 Lo L Ve —oma—m@+1)| =21
= —_— = _— = n — In = n—
3 1 x(z+1) v 1 \z xz+1 v v v 1
1 1 4 2 4
Prinurmare,V—7r(11+12—|—]3)—7T<2+6+21n3>—7r<3+21n3>. O

21. a) Functia f este continua pe (—oo, 1) U (1,400). Studiem continuitatea in punctul 1.
Avem:

la f(l—l—O)—hmf —llm\/x2+3—2

w>1 z>1

f) =12 4+3=+4=2.

Din f(1—-0) = f(1+0) = f(1) rezulta cd f este continud si in punctul 1. Functia f,
fiind continua pe R, admite primitive pe R.
2
167

2 2 3
b) Volumul este V = 7r/ g*(x)dx = 7r/ (:1U2 +3)dz =7 <3; + 3:L'> =3
1 1 1
c) Cu schimbarea de variabila t = Va2 + 3, t € [2,3], t? = 22 + 3, tdt = xdz, obtinem

V6 t3
/ x\/x2+3dx—/ t2dt =
1

3

<l

1
_ 1 0
5 3
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22.

23.

24.

a) Functia g este derivabila pe (0, +00) si
¢() = @yEne —2)) = (2yF) (Inz —2) + (2y3) (lnz — 2’ =

1 1 1 2 Inz
:ﬁ(lnx—2)+2\f';:ﬁ(ln$ 2) + \f N = f(z), Vx € (0, +00).

Rezulta ca g este o primitiva lui f.
b) tinand seama ca g este o primitiva a lui f, avem:

4 4
| fayz = gla)| =2vatine -2
1 1
c) Notam ¢t = g(z); dt = ¢/(z)dz = f(x)dz. Pentru = € [1,¢?], t € [~4,0], prin urmare
- (1 - 1) - B g
, 2 16) ~ 16In2

3
=4.

4

=8In2 —4.
1

2

e 2t
29(z) . — / 2t =
/1 f(z)dx 5 dt = o

o [ (- Do [ (o2 Do [Fraro

b) Volumul corpului este

2 2 1 2 2 1
V:ﬂ/ 92(.7})(1.21?:71'/ <:r—|—> dx:w/ <x2+2+2>dx:
1 1 €T 1 z
<x3 1 )2 207
=7r7|———+2z = .
3 1 6
e e 1 e 1'1
C)I:/ f(x)-lnxdx:/ <$+>-lnxd$:/ a:'lnxda:—i—/ —-Inxdz;
1 1 l‘ 1 1z
e e 2\ / 2 e e 2
:v-lnxd:r:/( )<x > dr =2 Ing —/ (lnx)'w—dxz

1/3 e? 22\ ¢ 241
=——— [ zdz=——|—
2 2/, 2 4

oyl

|
S »—\

=3

]

1 a 4 ’

‘1 ¢ n?z]® 1
122/1 m-lnxd:v:/1 (Inz)(Inz)'dr = n2x 1:5
2+1 1 e*+3
Prinurmare,[z[l—i—IQ:e + +7:e t . 0
4 2 4
62 2 e2

) Inx €1
a) Pentru z € (0, +00), fi(z) =zlnzx si il )dx = —dzr =lnz| =1.
e 1 e ¥

€
b) Daca F': (0,400) — R este o primitiva functiei fi1, atunci F'(x) = fi(z) si F"(z) =
1
fi(z) = (zlnz) =Inz + 1, Yz € (0,4+00). Pentru x € [, +oo>, folosind monotonia
e

functiei logaritmice, obtinem:

xz1élnmZlnlélnxzml—lneélnm—i—l20.
e e

1
Asadar, F"(z) > 0, Vx € [ +oo) deci F' este convexa pe acest interval.

. 72009 | ! In?z|°
o) f2oo9($)dx:/ nr x_/ de_/ Inz(lnz) dz = ne
1 1

22010 T 2010 2 |, 2
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